Metalógica (borador)
por Carlos Torres Alcaraz
En términos generales, la metalógica es el estudio y análisis de los lenguajes formales y los sistemas formales, sobre todo con relación a su semántica (vínculo de las expresiones formales y su significado) y su sintaxis (vínculos entre las expresiones formales). La disciplina incluye tanto a la lógica como a las matemáticas, en la medida en que estas últimas sean tratadas formalmente, haciendo abstracción de sus aplicaciones prácticas. 
El interés por la metalógica tiene sus raíces en el descubrimiento de las geometrías no euclidianas en el siglo XIX, mismo que llevó a separar la matemática abstracta de la intuición espacial. Como consecuencia, muchos axiomas ocultos fueron descubiertos en la geometría euclidiana. Tales descubrimientos fueron organizados en 1899 por David Hilbert, en un sistema axiomático más preciso que el de Euclides. Esto abrió las puertas, a principios del siglo XX, a la instauración del método axiomático moderno como la principal herramienta para sistematizar las teorías matemáticas. Como consecuencia de este deseo de transparencia, lógicos y matemáticos destacaron los rasgos sintácticos formales de los lenguajes y los sistemas utilizados, ignorando de momento su significado intuitivo. En este contexto, el cálculo de predicados se convirtió en el instrumento ideal para expresar las relaciones lógicas entre los enunciados de las teorías matemáticas. Esto llevó a investigar las teorías axiomáticas formales y los elementos que las constituyen: los lenguajes formales, las pruebas formales, etc. Como consecuencia, la lógica subyacente a las teorías matemáticas se tuvo que explicitar. Por ejemplo, e l manejo de las conectivas lógicas y sus propiedades, en vez de darse por sentado, se convirtió en un objeto de tratamiento axiomático. 
El estudio de tales cuestiones cae directamente en el dominio de la metalógica. Algunos problemas centrales de la metalógica son el de la axiomatización de las teorías matemáticas, el de la consistencia y la completud de sistemas formales basados en axiomas, el problema de la decisión y el problema de la interpretación de las teorías formales. 
Algunos resultados en este dominio son los siguientes:
· Los teoremas de consistencia y completud para el cálculo proporcional y el cálculo de predicados de primer orden.

· El teorema acerca de la indecidibilidad del cálculo de predicados.

· Los teoremas de incompletud de Gödel para una amplia gama de teorías matemáticas que comprenden a la aritmética recursiva.

· La imposibilidad de decidir mediante la aplicación de procedimientos recursivos problemas como el de la detención para máquinas de Turing, el de la equivalencia de palabras para grupos y semigrupos, etc.
· Los teoremas acerca de la indecidibilidad de la teoría elemental de los grupos y de la teoría elemental de los campos.

· La respuesta (negativa) al décimo problema de Hilbert: no existe ningún algoritmo para decidir si un polinomio con coeficientes enteros tiene o no soluciones enteras.
· La aritmética es decidible con respecto a la adición o la multiplicación tomadas por separado.

· La geometría elemental y el álgebra elemental son decidibles. 
· La aritmética de Peano es consistente.

Otro dominio en el que se ha desarrollado la metalógica es el de la teoría de modelos, donde lo que se estudia son los dominios de interpretación de conjuntos arbitrarios de enunciados formales pertenecientes a la lógica de primer orden. Tres resultados provenientes de este campo son los siguientes: 
· Ninguna teoría con un modelo infinito puede ser categórica, es decir, no todos sus modelos infinitos son isomorfos entre sí.

· La noción de “verdad” para los enunciados de un lenguaje formalizado no puede definirse en el lenguaje mismo. 
· Si todo subconjunto finito de un conjunto de enunciados tiene un modelo, entonces la totalidad del conjunto tiene un modelo (metateorema de compacidad)

En cierto sentido (i. e., en uno de sus aspectos) la metalógica es el estudio de las matemáticas y el razonamiento matemático por sí mismos, en sus aspectos más generales y abstractos. En ella, el investigador, en vez de estudiar los objetos de una teoría matemática particular, examina la teoría como un todo, enfatizando su estructura lógica. Como en general el interés se centra en la clase de teoremas que se pueden derivar de los axiomas, a veces se le llama teoría de la demostración. A su vez, la rama de la lógica que trata con el estudio de la combinación y aplicación de los símbolos matemáticos se conoce también como metamatemática.

Sintaxis y semántica
En general, cada lenguaje formal cuenta con un conjunto de reglas de formación, es decir, un conjunto completo de especificaciones que indican cuáles expresiones son fórmulas y cuáles no. Tales reglas son mecánicas, en el sentido de que se podría programar computadora digital para verificar si una expresión cualquiera es o no es una fórmula. La especificación consta por lo general de tres partes: 
(1) una lista de símbolos primitivos; 
(2) un conjunto de reglas para generar aquellas combinaciones de símbolos que constituyen las fórmulas básicas o atómicas del lenguaje; y 
(3) un conjunto de cláusulas inductivas que indican cómo obtener nuevas fórmulas a partir de ya obtenidas con base en las conectivas lógicas y los cuantificadores. 
Un requisito es que las especificaciones sólo traten con los símbolos y sus combinaciones, no con su significado, es decir, sólo tengan que ver con la sintaxis del lenguaje.

Una interpretación de un lenguaje formal consiste en estipular cómo se han de “leer” las fórmulas atómicas con relación a un dominio de objetos, es decir, en estipular un dominio de objetos indicando cuáles de ellos son denotados por las constantes del lenguaje, y cuáles relaciones y funciones entre tales objetos son denotadas por los símbolos de relación y función del lenguaje. 
Dada una interpretación, el valor de verdad de cada enunciado se determina con apego a la interpretación usual de las conectivas y los cuantificadores. Por tanto, al interpretar un lenguaje formal, lo que resulta es un concepto formal de la noción de “verdad”. En este sentido, verdad, significado y denotación son nociones semánticas. 
Por otra parte, si en el lenguaje se introduce un sistema formal, ciertas nociones sintácticas como las de axioma, regla de inferencia y teorema aparecen con ello. El procedimiento usual es el siguiente. En primer lugar, ciertas fórmulas se eligen como axiomas; éstas son los teoremas básicos. Después, para poder deducir nuevos teoremas, se introducen algunas reglas de inferencia. Cada una de éstas indica cómo inferir de manera inmediata nuevos teoremas a partir de los ya obtenidos. Por ejemplo, la regla de modus ponens: De A y A ( B, se infiere B. 

Al respecto, en 1931 Gödel hizo un descubrimiento fundamental: en los sistemas formales más significativos, no todos los enunciados verdaderos son teoremas. De ello se sigue que la semántica de los sistemas formales no se puede reducir a su sintaxis, una conclusión que ha tenido enormes repercusiones para la filosofía de las matemáticas. De hecho, los trabajos de Gödel en esta dirección apuntan hacia la idea de que la sintaxis de un sistema formal es una parte de la teoría de los números, mientras que su semántica se inscribe en el dominio de la teoría de conjuntos. 

Para cerrar esta sección diremos lo siguiente. En la medida en que la lógica y los sistemas axiomáticos se hicieron cada vez más exactos, surgió, como respuesta a la demanda por una mayor claridad, la tendencia a poner mayor atención a los aspectos sintácticos de los lenguajes utilizados, rompiéndose con ello el cerco que representa la sujeción a su significado intuitivo. De esta manera, la lógica y el método axiomático dirigieron su atención hacia el estudio de las propiedades de los lenguajes y las teorías formales pensados en sí mismos. En ello se halla el origen de la metalógica. 
Lógica y metalógica
En cierto sentido, la lógica se puede identificar con el cálculo de predicados de primer orden (también llamado cálculo lógico), en el que las variables se limitan a individuos pertenecientes a un dominio fijo. A menudo este cálculo incluye al símbolo lógico para la identidad, simbolizado con “=”, que toma las propiedades ordinarias de la identidad como parte de la lógica. Al respecto, en 1879 sentido Gottlob Frege suministró algo muy cercano a un sistema formal para esta lógica. Por otra parte, algunas investigaciones lógicas incluyen un cálculo de predicados de orden superior, en el cual se admite variables de tipo superior, como aquellas que varían sobre los predicados (o clases y relaciones) y así sucesivamente. No obstante, en tales casos basta con dar un pequeño paso para incluir la teoría de conjuntos, de manera que a menudo la teoría axiomática de los conjuntos se considera como parte de la lógica. Al respecto, en este trabajo nos habremos de limitar al estudio de la lógica en el primer sentido de la palabra. 
Los sistemas formales diseñados para las teorías matemáticas más comunes difieren del cálculo lógico en que los primeros cuentan por lo general con una interpretación predeterminada, mientras que el cálculo lógico deja abiertas de propósito sus posibles interpretaciones. Así, por ejemplo, se habla de la verdad o la falsedad de las proposiciones pertenecientes a un sistema formal, mientras que el relación al cálculo lógico se habla de la validez de sus fórmulas (es decir, el ser verdaderas en todos los mundos posibles) o de su satsfacibilidad (es decir, el que tengan un modelo o seas verdaderas en alguna interpretación). Por tanto, la completud del cálculo lógico tiene un significado distinto al de la completud de un sistema formal en general: el cálculo lógico contiene muchos enunciados que ni ellos ni sus negaciones son derivables en el cálculo, pues éstos resultan ser verdaderos en algunas interpretaciones y falsos en otras (son contingentes), cuando lo único que se le exige al cálculo es que toda fórmula válida sea un teorema en él.
Naturaleza de los sistemas y los lenguajes formales
En la sección “Sintaxis y semántica” hemos considerado en forma general los sistemas formales. Pensemos ahora en un caso específico.
Un ejemplo de un sistema formal

Con el propósito de aclarar los conceptos abstractos de la metalógica, podemos considerar un sistema formal N a manera de ejemplo.

Reglas de formación
El sistema se puede edificar utilizando las siguientes reglas de formación:
Los siguientes son los símbolos primitivos:(, (, (, (, =, (, ), s, +, ·, 0, 1, y variables x, y, z, x1, y1, z1, ...

Los siguientes son términos: Toda constante es un término; toda variable es un término; si a y b son términos, entonces sa es un término y a + b y a · b son términos.
Fórmulas atómicas: Si a y b son términos, entonces a = b es una fórmula (atómica)

Otras fórmulas: Si A y B son fórmulas y v es una variable, entonces (A, A ( B y (vA son fórmulas.

Axiomas y reglas de inferencia
Los axiomas de N son los del cálculo de predicados de primer orden, más los siguientes:
a) ((sx = 0) 
(cero no es el sucesor de ningún número)

b) ((sx = sy) ( (x = y)

c) x + 0 = x
    x + sy = s(x + y)
(definición recursiva de la suma)

d) x · 0 = 0

    x · sy = x · y + x
(definición recursiva del producto)

Reglas de inferencia

Las reglas de inferencia son las del cálculo de predicados más el siguiente principio:

Principio de inducción matemática: si 0 tiene una propiedad A, y sucede que si un número x tiene la propiedad A, entonces su sucesor sx también la tiene, entonces todos los números tienen la propiedad A. En símbolos:
De A(0) y A(x) ( A(sx) se infiere que (xA(x)

El sistema N recién descrito es un sistema formal, en el sentido de que para cualquier combinación de símbolos primitivos se puede comprobar mecánicamente si ésta es o no una fórmula de N; asimismo, dada cualquier sucesión finita de fórmulas, siempre es posible verificar mecánicamente si ésta es o no una prueba perteneciente a N. 
Como siempre, una fórmula es un teorema si y sólo si hay un prueba de la cual es la última fórmula. No es un requisito para los sistemas formales el que sea posible decidir mecánicamente, para cualquier fórmula dada, si ésta es o no un teorema del sistema. De hecho, para muchos sistemas formales (entre los que se encuentra el cálculo de predicados) se ha podido demostrar que tal procedimiento no existe.
Definición del concepto de “verdad” para el lenguaje recién descrito
Según el teorema de incompletud de Gödel de 1931 y los hallazgos de Toralf Skolem (un pionero de la metalógica) en 1923, el sistema formal N admite distintas interpretaciones. La interpretación usual o estándar de este  sistema considera los números enteros no negativos {0, 1, 2, 3, ...} como dominio de interpretación, los símbolos 0 y 1 con denotando al uno y al cero, al símbolo s como denotando a la función sucesor, y los símbolos + y · como denotando a la adición y multiplicación usuales. Respecto de esta interpretación, es posible dar una definición de la noción de “verdad” para las fórmulas del lenguaje de N. 
Para empezar, es indispensable establecer la diferencia entre una fórmula cerrada (o enunciado) y una fórmula abierta. Un fórmula abierta, como x = 1, es aquella que puede ser verdadera o falsa dependiendo del valor de x¸ mientras que una fórmula cerrada como, por ejemplo, (x(x = 0), tienen en cada interpretación un valor de verdad bien definido (en este caso falso, en el caso de la interpretación estándar).
1. Un enunciado atómico es verdadero si éste es su valor de verdad en el sentido intuitivo; de lo contrario, es falso. Por ejemplo, 0 = 0 es verdadero, mientras que 0 + 1 = 0 es falso. 
Esta especificación, tal como la hemos expuesto, no es sintáctica, pero, con ciertas precauciones, es posible suministrar una especificación explícita y mecánica de aquellos enunciados atómicos que son verdaderos en el sentido intuitivo de la palabra. 

2. Un enunciado (A es verdadero si y sólo si A es falso.
3. Un enunciado A (  B es verdadero si y sólo si A es verdadero o B es verdadero.
4. Un enunciado A ( B es verdadero si y sólo si A es falso o B es verdadero.

4. Un enunciado (vA(v) es verdadero si y sólo si A(v) es verdadero para cada valor de v, es decir, si todas las fórmulas A(0), A(1), A(1 + 1), ... son verdaderas.

La definición anterior no es explícita, sino inductiva. No obstante, utilizando conceptos de la teoría de conjuntos es posible obtener una definición explícita del conjunto de todos los enunciados que son verdaderos y sólo ellos. 
Con base en el método de Gödel para representar símbolos y fórmulas mediante números, es posible obtener en la teoría de conjuntos el conjunto de números correspondiente a los números de Gödel de los enunciados verdaderos de N. Esto permite demostrar, en un sentido bien definido, la imposibilidad de definir el concepto de “verdad” para los enunciados de un lenguaje dentro del lenguaje mismo. Lo anterior se prueba con base en la paradoja del mentiroso. Considérese el enunciado “yo miento” o, alternativamente, el enunciado 
Este enunciado es falso    (1)

Es claro que (1) es verdadero si y sólo si (1) es falso (pues (1) es este enunciado). Con relación al sistema N, si el concepto de “verdad” fuera definible en su lenguaje, entonces, utilizando el método de Gödel recién mencionado y un procedimiento también de su invención, sería posible construir en N un enunciado equivalente a (1), produciéndose de este modo una contradicción.
Algunos descubrimientos relativos a los sistemas formales para la matemática
Los dos problemas centrales de la metalógica son el de la consistencia y el de la completud de un sistema formal basado en axiomas. En 1931 Gödel hizo algunos descubrimientos fundamentales en este dominio con relación a los sistemas formales más importantes. En particular descubrió que si tales sistemas son -consistentes, i. e., desprovistos de contradicciones en un sentido que pronto habremos aclarar, entonces no son completos; también descubrió que si un sistema es consistente, entonces el enunciado que afirma su consistencia (mismo que se puede expresar en el sistema) no es demostrable en él.  
Poco tiempo después, en 1934, Gödel, siguiendo una sugerencia del Jacques Herbrand, propuso un concepto general de “función recursiva”, es decir, de función que se pueden computar mecánicamente en una serie finita de pasos enteramente combinatorios. En 1936 Alonso Church, Alan Turing y Emil Post argumentaron, casi al unísono, que este concepto (y ciertas nociones equivalentes) definen en forma satisfactoria nuestra noción intuitiva de calculabilidad. De esta manera se arribó (no sin protestas) a un concepto preciso y estable de nociones como las de “mecánico”, “computable”, “recursivo”, “algoritmo” y “formal” que explican la noción intuitiva de lo que es un procedimiento mecánico de cómputo. Como resultado, ahora es posible demostrar que algunas clases de problemas no tienen solución algorítmica. Quizá el ejemplo más notable es el denominado décimo problema de Hilbert. Éste consiste en determinar, entre las ecuaciones polinomiales con coeficientes enteros, cuáles de ellas tienen soluciones enteras y cuáles no. La respuesta obtenida a esta interrogante es que no hay un algoritmo que decida esta cuestión en todos los casos.
En otro sentido, la decidibilidad se puede referir a un enunciado específico. Un enunciado se denomina indecidible en un sistema formal cuando ni él ni su negación son derivables en el sistema. Utilizando este concepto, el teorema de incompletud de Gödel se puede enunciar como sigue: Todo sistema formal “interesante” (o “significativo”) contiene enunciados indecidibles.
Tras estos descubrimientos, las investigaciones se dirigieron hacia la extensión de los hallazgos de Gödel. Así, por ejemplo, en 1936 Alonso Church demostró que algunos sistemas formales interesantes como, por ejemplo, N, son indecidibles, tanto en relación a sus teoremas como a sus enunciados verdaderos.
Los teoremas de incompletud
El primer descubrimiento que ocupa un lugar central en la teoría de los sistemas formales es que algunos de ellos, como N, son incompletos e incompletables. La prueba de tal incompletud está relacionada con el resultado ya mencionado acerca de la imposibilidad de definir la noción de “verdad” para los enunciados de un lenguaje en el lenguaje mismo. Dado que la demostrabilidad en un sistema formal a menudo se puede expresar en el lenguaje del sistema, uno se ve llevado a la conclusión de la incompletud.
En efecto, consideremos el enunciado
Este enunciado no es demostrable en el sistema      (2)
(como caso particular, piénsese en el sistema N). Representando las expresiones mediante números y utilizando una ingeniosa función de substitución, Gödel construyó en el sistema un enunciado G que, bajo cierta lectura, expresa a (2). Esto le permitió alcanzar algunas conclusiones de gran interés. 
a) Si el sistema es completo, entonces G es un teorema o (G es un teorema. 

a1) Si G es el teorema, entonces G, que intuitivamente expresa a (2), es falso, de modo que en el sistema hay un teorema falso. Análogamente,  
a2) Si (G es el teorema, éste dice, en un sentido intuitivo, “no_(2)”, es decir, afirma que G es un teorema del sistema. Dado que (G es un teorema, debería ser un enunciado verdadero, habiendo entonces dos enunciados contradictorios verdaderos: a saber, que G es un teorema del sistema, y que G no es un teorema del sistema. Esto sólo puede suceder cuando el sistema es inconsistente.

Un minucioso examen de esta línea inexacta razonamiento conduce al teorema, exacto, de Gödel, el cual dice que si un sistema es razonablemente rico y -consistente, entonces G es indecidible en él. La noción de -consistencia es más poderosa que la consistencia simple, aunque se trata de un requerimiento sumamente razonable, pues no pide que no podamos probar en el sistema que algún número no tiene cierta propiedad, digamos la propiedad A(x), a la vez que se tiene, para cada numeral k, una prueba de A(k). En otras palabras, la -consistentcia es la petición de que no todas las siguientes fórmulas sean derivables en el sistema: (x(A(x) y A(0), A(1), A(2), ..., A(n), ... En 1936 J. Barkley Rosser substituyo esta hipótesis con la de consistencia simple, a expensas de complicar el enunciado inicial (2).
Para ser más precisos, Gödel demostró que si el sistema es consistente, entonces G no es derivable; y si el sistema es -consistente, entonces (G tampoco es derivable. La primer mitad lleva al segundo teorema de incompletud de Gödel, el cual trata con la posibilidad de probar la consistencia del sistema en el sistema mismo. Lo que Gödel descubrió es que la consistencia del sistema se puede expresar mediante una fórmula C de su lenguaje, y que el enunciado indecidible G es equivalente, dentro del sistema, a C. Este resultado se puede expresar así: “ningún sistema formal interesante puede demostrar su propia consistencia”, o bien, “no existe ninguna prueba de consistencia para un sistema que se puede formalizar en él”.
La prueba de este teorema consiste básicamente en formalizar en la aritmética la versión aritmetizada de la prueba del enunciado metateórico “Si el sistema es consistente, entonces G no es derivable”, es decir, consiste en derivar dentro de la teoría formal de los números el enunciado G a partir del enunciado aritmético C que afirma la consistencia del sistema. Por tanto, si C fuera derivable, entonces G también lo sería, contradiciendo el resultado anterior (el primer teorema de incompletud). Esta demostración, que sólo fue bosquejada por Gödel, fue desarrollada en detalle por Paul Bernays, en su trabajo conjunto con Hilbert. Es más, el enunciado indecidible G siempre tiene una forma relativamente simple: a saber, (xA(x), donde A es un predicado recursivo primitivo.
Decidibilidad e indecidibilidad
El primer teorema de incompletud conduce directamente al hecho de que la noción de verdad relativa a los enunciados del lenguaje al que se aplica, es indecidible (es decir, el  conjunto de enunciado verdaderos de su lenguaje es indecidible). En efecto, si lo opuesto fuera el caso, entonces se podrían tomar como axiomas todos los enunciados verdaderos, y el sistema sería completo. Esta afirmación depende de la petición, muy razonable, de que los axiomas de todo sistema constituyan un conjunto decidible, es decir, que se posible decidir para cualquier enunciado si éste es o no un axioma. 
La petición (hipótesis) anterior se puede evitar recurriendo a un lema familiar: que todas las funciones y predicados recursivos son representables en el sistema (i. e., en N). Puesto que la verdad para los enunciados del sistema no es representable (definible) en él, no es posible, en virtud de lema, que tal noción se recursiva (es decir,  decidible).
El mismo lema arroja resultados similares de indecidibilidad para tales sistemas con relación a los teoremas. Así, si hubiera un procedimiento de decisión para los teoremas de N, habría una función computable f tal que f(n) sería 1 o 0  dependiendo de si el enésimo enunciado En fuera un teorema o no. Pero lo que dice la ecuación f(n) = 0 es precisamente que En no es un teorema del sistema. Por tanto, con base en el procedimiento de Gödel, se tendría un enunciado, digamos el k_ésimo, afirmando su propia indemostrabilidad. Si f(k) = 0 fuera el caso, entonces, dada la representabilidad de f en el sistema, la igualdad f(k) = 0 sería derivable en él. En tal caso, el valor de f(k) sería 1. Pero entonces, dado que  f es representable en N, el enunciado f(k) = 1 sería derivable en el sistema. Por tanto, si el sistema es consistente, sus teoremas forman un conjunto indecidible. 
El fenómeno de la incompletud no es común a todos los sistemas formales. Por ejemplo, en 1930 los lógicos M. Presburger y Toralf Skolem descubrieron que la aritmética con la sola adición o multiplicación es decidible (respecto a la verdad) y por lo tanto admite una formalización completa. Otro resultado positivo es el de Alfred Tarski, quien desarrolló un procedimiento de decisión para la geometría elemental y para el álgebra elemental en 1951.
Pruebas de consistencia
La prueba de consistencia más famosa es la del Gerhard Gentzen para el sistema N de la aritmética clásica (llamada así por contraste con la aritmética intuicionista). Si  denota al primer número ordinal después de los número naturales (denominado el “primer número transfinito”), la prueba de Gentzen utiliza la inducción en el dominio de los números transfinitos  + 1,  + 2, ..., 2 + 1, 2que se extiende hasta el primero número e0, el cual se define como el límite de la sucesión 
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Esta inducción no es formalizable en N. La prueba de Gentzen, y sus distintas variantes, abrió un área de investigación bastante extensa. 
Otra manera de atacar el problema de la consistencia de los axiomas de la aritmética clásica es la de Gödel. Hacia 1932 este lógico logró una interpretación de la teoría clásica de los números en la teoría intuicionista.
 En 1958 Gödel extendió su descubrimiento para obtener interpretaciones constructivas de los enunciados de la teoría clásica de los números en términos de funcionales recursivos primitivos. Con ello, logró una prueba de consistencia relativa para la aritmética clásica.
Más recientemente, algún trabajo se ha hecho para extender los descubrimientos de Gentzen a la teoría ramificada de tipos y a algunos fragmentos del análisis clásico. Asimismo, la interpretación de Gödel se ha extendido hasta relacionar el análisis clásico con el análisis intuicionista. 
Por último diremos que muchas son las cosas que se han dicho con relación al significado epistemológico de las pruebas de consistencia, tanto las absolutas como las relativas. 
Descubrimientos acerca del cálculo lógico
Las dos principales ramas de la lógica formal son el cálculo proposicional y el cálculo de predicados. 

El cálculo proposicional
Es fácil probar que el cálculo proposicional es completo con relación a las fórmulas validas de su lenguaje. En otras palabras: Toda tautología o enunciado válido en todos los mundos posibles (cuya forma se puede representar en dicho lenguaje) es un teorema. Por ejemplo, el enunciado “A ( (A” siempre es verdadero, pues la proposición A es verdadera o falsa. En el segundo caso resulta que su negación (A es verdadera, por lo que la fórmula “A ( (A” no admite ninguna interpretación en la que resulte falsa. 
Una manera de probar la completud es la siguiente. Comencemos por observar que en este cálculo toda fórmula se puede reducir a una forma normal conjuntiva (es decir, a una conjunción de disyunciones de letras o negaciones de letras proposicionales). Una conjunción de este tipo es válida siempre y cuando cada una de las disyunciones que la integran sea válida. Pero, ¿cuándo sucede esto último? Respuesta: cuando en la disyunción aparece la forma P ( (P como una de sus partes. La completud se sigue en virtud de que: (1) tales disyunciones siempre se pueden probar en el cálculo, y (2) si tales disyunciones son teoremas, su conjunción también lo es. 
La consistencia del cálculo proposicional (i. e., el hecho de que está libre de contradicciones) es más o menos obvia, pues es fácil verificar que todos sus axiomas son tautologías y que las reglas de inferencia preservan esta propiedad (es decir, nos llevan de tautologías a tautologías). Como una contradicción no es válida, el cálculo es consistente. Es más, la conclusión significa algo más que la  consistencia: significa que sólo las tautologías son teoremas. 
Otra propiedad del cálculo proposicional es que es decidible. Dado que las tautologías y sólo ellas son derivables en el sistema, y la propiedad de ser una tautología se puede decidir calculando una “tabla de verdad”, este procedimiento se puede entender entonces como un algoritmo para decidir si una fórmula es o no un teorema de cálculo. 
La independencia de los axiomas se prueba usualmente utilizando más de dos valores de verdad. Estos valores se dividen en dos clases: los deseables y los indeseables. La prueba se logra en dos pasos: (1) primero, mostrando que el axioma independiente toma un valor indeseable bajo cierta asignación a sus letras mientras que los demás axiomas jamás lo hacen; (2) segundo, mostrando que las reglas de inferencia jamás llevan a un valor indeseable cuando las premisas no lo tienen. Esta técnica fue lo que sugirió las lógicas multivaluadas. 
El cálculo de predicados de primer orden
El problema de la consistencia para el cálculo de predicados de primer orden es relativamente simple. Supóngase puede suponer un mundo en el que sólo hay un individuo a, En tal caso, los enunciados (xA(x) y (xA(x), donde A(x) es cualquier fórmula cuya única variable libre es x, se reducen ambas al enunciado A(a), de modo que todos los cuantificadores se pueden eliminar. No es difícil comprobar que tras la eliminación, todos los teoremas del cálculo se convierten en tautologías, es decir, teoremas del cálculo proposicional. Si P es un predicado, un enunciado como “Todo x es P y no todo x es P” (es decir, (xP(x) ( (x(P(x)) se reduce a “a es P y a no es P” (es decir, a P(a) ( (P(a)), la cual no es una tautología. Por tanto, la fórmula (xP(x) ( (x(P(x) no es un teorema, y en el cálculo no se puede derivar ninguna contradicción. 
Cuando una fórmula X es simple, es decir, sin cuantificadores, su transformada X’ (la cual resulta de aplicarle en procedimiento anterior hasta eliminar todos sus cuantificadores) es lo mismo que X. En cambio, si X es compleja y contiene cuantificadores como (x, (z, etc. entonces X’ es el resultado de iterar el procedimiento de eliminación de (x, (z, etc. De hecho, lo que se puede probar es que el cálculo no sólo es consistente, sino que todos sus teoremas son fórmulas válidas. 

El descubrimiento de que el cálculo es completo e indecidible son más profundos que el descubrimiento de su consistencia. Su completud fue demostrada por Gödel en 1930, mientras que la indecidibilidad fue establecida, con otros métodos, por Church y Turing en 1936.
 
“Completud” en este caso significa que todo enunciado válido del cálculo es derivable en él. De lo anterior se sigue que si un enunciado A no es un teorema, entonces no es válido y, por consiguiente, su negación (A es satisfacible, es decir, tiene una interpretación o modelo. Pero decir que A es consistente significa otra cosa: significa que su negación (A no es un teorema. Por tanto, de la completud se sigue que si A es consistente, entonces A es satisfacible. Así, tenemos que los conceptos semánticos de validez y satisfacción coinciden con los conceptos sintácticos de derivabilidad y consistencia.
El teorema de Löwenheim-Skolem
Un descubrimiento íntimamente relacionado con el teorema de completud es el teorema de Löwenheim-Skolem, enunciado por Leopold Löwenheim en 1915 y generalizado por Toralf Skolem en 1920. Este teorema dice que si un enunciado (o un sistema formal) tiene un modelo infinito, entonces tiene un modelo numerable, es decir, un modelo cuyos elementos se pueden poner en correspondencia uno a uno con los enteros positivos. 
La manera más directa de demostrar este teorema se sirve de métodos y herramientas de gran utilidad en la teoría de modelos y en los estudios de consistencia relativa e independencia en la teoría de conjuntos.
En la metateoría del cálculo de predicados hay algunos resultados que atañen a la reducción de fórmulas a ciertas formas, denominadas formas normales. La más utilizada es quizá la forma normal prenex: todo enunciado se puede reducir a una forma equivalente en la que todos los cuantificadores aparecen al principio de la fórmula. Esta forma es muy útil al momento de explicar las ideas centrales de la prueba del teorema de Löwenheim-Skolem.
Como ejemplo podemos considerar un esquema muy simple en forma normal prenex: “para todo x, existe un y tal que x tiene con y la relación R”:
(x(yR(x, y)     (3)

Si (3) tiene un modelo con un dominio no vacío D, entonces, con base en el axioma de elección, existe una función f de x, que escribimos f(x), que elige para cada x una y correspondiente. Por tanto, ahora tenemos que “para toda x, x tiene la relación R con  f(x)”, es decir

(xR(x, f(x))    (4)
Ahora, si a es un objeto de D, entonces el subdominio {a, f(a), f(f(a)), ...} contiene suficientes elementos como para satisfacer a (4). Por tanto, si (3) tiene un modelo, tiene también un modelo numerable, el cual es un submodelo del original. Este es, digamos, el camino que sigue Löwenheim en 1915. 

En 1920 Skolem generalizó el teorema de Löwenheim a conjuntos de enunciados. Asimismo, en 1922 ofreció una prueba que evita el uso del axioma de elección. Dicho método permite a su vez establecer la completud del cálculo. En vez de servirse de una función como en el caso anterior, la constante a se puede denotar simplemente con 1. Dado que la fórmula (3) es verdadera, debe haber un objeto y con el que el número 1 guarda la relación R. En símbolos: R(1, y). Denotemos a alguno de estos objetos y con el número 2. Cuando este  proceso se repite indefinidamente se obtiene lo siguiente:
R(1, 2); R(1, 2), R(2, 3); R(1, 2), R(2, 3), R(3, 4); ...   (5)
Todos los enunciados de esta lista son verdaderos en el modelo. No obstante, en este caso el argumento es elemental, por que en cada caso uno pasa de decir “hay un y tal que y tiene la relación R con k”, es decir, que (yR(k, y) a nombrar dicho objeto: “sea k + 1 tal y”. Por consiguiente, cada elemento de (5) es verdadero en algún modelo. De lo anterior se infiere que todos los elementos de (5) son simultáneamente verdaderos en algún modelo, es decir, que es posible asignar valores de verdad a sus partes atómicas de modo que los miembros de (5) resulten verdaderos. De lo anterior se sigue que (3) es verdadero en algún modelo numerable.
El teorema de completud
La prueba original de Gödel del teorema de completud guarda una estrecha relación con la segunda prueba recién descrita. Respecto de las fórmulas en (5) que no tienen cuantificadores podemos hacer algunas consideraciones adicionales. Si éstas son satisfacibles, entonces, como antes, son satisfacibles simultáneamente y (3) tiene un modelo. 
Por otra parte, si (3) no tiene un modelo, alguno de sus términos –digamos R(1, 2), R(2, 3), ..., R(8, 9)- no son satisfacibles, es decir, sus negaciones son tautologías (teoremas del cálculo proposicional). Por tanto, (R(1, 2) ( (R(2, 3) ( ... ( (R(8, 9) es una tautología, y esto sigue siendo cierto cuando 1, 2, ..., 9 se reemplazan con x1, ..., x9. Por tanto, (R(x1, x2) ( (R(x2, x3) ( ... ( (R(x8, x9) es una tautología del cálculo de predicados y como tal es derivable ahí. Ahora, con base en la reglas del cálculo de predicados, se puede inferir la fórmula (x(y(R(x, y). Pero entonces la negación de (3) es un teorema del cálculo de predicados. Por consiguiente, si (3) no tiene modelos, entonces su negación es un teorema del cálculo de predicados. Finalmente, si una fórmula es válida, (es decir, su negación no tiene modelos), entonces es un teorema del cálculo de predicados.
El teorema de indecidibilidad
Con base en el teorema de completud, la tarea de decidir si un enunciado es un teorema del cálculo de predicados es equivalente a decidir si el enunciado es válido o si su negación es satisfacible.
El método de Turing para demostrar que esta clase de problemas es indecidible es muy sugestivo. Una vez precisado el concepto de procedimiento mecánico, fue posible demostrar que ciertos problemas son absolutamente irresolubles. Por ejemplo, el problema de la detención, el cual se pregunta para cada máquina de Turing si ésta se detendrá al ser puesta en marcha sobre una cinta en blanco. Cada máquina de Turing opera de una manera predeterminada, con apego a lo que está dado inicialmente en la cinta. Consideramos entonces el caso específico en que la cinta no tiene nada escrito, y nos preguntamos si la máquina eventualmente se detendrá. Se sabe que esta clase infinita de preguntas (una para cada máquina) es irresoluble. 
El método de Turing consiste en mostrar que la correspondiente pregunta para cada máquina se puede expresar mediante un enunciado del cálculo de predicados con la siguiente propiedad: La máquina se detendrá si y sólo si el enunciado no es satisfacible. Por tanto, si hubiera un procedimiento de decisión para la validez (o satisfacibilidad) de los enunciados del cálculo de predicados, el problema de la detención sería resoluble. [Cómo va: Se toma el enunciado correspondiente. Si éste es satsifacible, la maquina se detendrá; y si no es satisfacible, la máquna no se detendrá. De esta manera quedaría resuelto el problema de la detención].
Hacia 1962 la formulación de Turing se perfeccionó al punto de requerir sólo enunciados de la forma (x(y(zR(x, y, z), en los que todos los cuantificadores están al inicio de la fórmula, es decir, R no contiene cuantificadores. Por tanto, dada la irresolubilidad del problema de la detención, ahora sabemos que no hay un procedimiento de decisión para los enunciados  de esta clase. Es más, el método de prueba suministra un procedimiento mediante el cual cada enunciado del cálculo de predicados se puede correlacionar con otro enunciado con esta forma. Por tanto, la clase de los enunciados de la forma ((( constituye una clase de reducción.  
[Hasta aquí la redacción. Queda pendiente, sobre todo, una larga sección acerca de la teoría de modelos]. 
� La teoría de los números intuicionista difiera de la teoría clásica en que niega la noción clásica de “verdad” y, por consecuencia, evita ciertas leyes generales como, por ejemplo, la Ley del Tercero Excluido (“A ( (A”). Esta teoría se considera significativa en la medida en que se le juzga más fehaciente que la teoría clásica de los números, dado su carácter constructivo.





� Dicho resultado también se sigue del teorema X del famoso artículo de Gödel de 1931, aunque Gödel no lo dedujera en esa ocasión.
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