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El nimero mas grande que puede escribirse en una pizarra

Cémo se pueden escribir niimeros finitos grandisimos con niimeros infinitos

que ocupan muy poco en la pizarra

Agustin Rayo

maginese el duelo siguiente: dos con-

tendientes; una pizarra; quien escriba

el nimero méds grande gana. A eso, ni

mds ni menos, me desafidé mi amigo

Adam Elga, ahora profesor de la Univer-
sidad de Princeton.

Fijamos algunas reglas. Decidimos, en
primer lugar, que establecerfamos turnos
escribiendo ndimeros sobre la pizarra, y
que el dltimo en presentar una entrada
vélida ganaria. En segundo lugar, acorda-
mos que sblo los nimeros finitos conta-
rfan como entradas vélidas. El ndmero 17
contaria como entrada vilida, por e¢jem-
plo, o el niimero 101", pero no el na-
mero ®, o el ® + .

(El nimero omega, ®, es el primero
de los ordinales transfinitos. Viene justo
después de los ordinales finitos: 0, 1, 2, 3,
.. A olesiguen ® + 1, ® + 2,... Después
vienen ® + ®, ® + ® + 1, ® + ® + 2, ...
luegoo+o+0,0+0+0+1,0+0
+® + 2, ..., y asi sucesivamente hasta lle-
garamx o, (®x o)+ 1, (@xo)+2,..
iY ese es solo el principio! Los tedricos de
conjuntos suelen identificar un ordinal
con el conjunto de sus predecesores. En
particular: 0 = {}, 1 = {0}, 2=1{0, 1}, 3 =
={0,1,2}..©=1{0,1,2,3,..},, o+ 1 =
={0,1,2,3,..,0lyo +o=1{0,1, 2,
3,.,0,0+1,0+2,m+3,..}.)

En tercer lugar, decidimos que todo
vocabulario semdntico —es decir, palabras
como ‘nombra, ‘remite @, o ‘significa—
quedaria vedado. La restriccién es crucial.
Sin ella, Adam hubiera estado en posicién
de escribir sobre la pizarra ‘el nimero més
grande que Agustin nombrard en su vida,
mds uno’, y cantar victoria en la primera
ronda. Peor todavia: yo hubiera estado en

. . A
iQuieres saber mas?

La idea del concurso nos vino de leer este
articulo de Scott Aaronson: <http://www.
scottaaronson.com/writings/bignumbers.html>

Aqui hay mas detalles sobre el niimero
ganador, y referencias adicionales: <http://
web.mit.edu/arayo/www/bignums.html>
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posicién de responder escribiendo ‘el nu-
mero mds grande que Adam nombrard en
su vida, mds uno’, dejdndonos con un
problema. (Si estd bien definido lo que
dice Adam, el nimero que nombra tiene
que ser mds grande que cualquiera que
nombraré yo; y si estd bien definido lo
que digo yo, el nimero que nombro tie-
ne que ser mds grande que cualquiera que
nombrard él. Por tanto, alguno de los dos
tiene que haber dicho algo que no estd
bien definido.)

Por tltimo, hicimos un acuerdo de ca-
balleros. Cada vez que uno de nosotros
escribiera un ndmero sobre la pizarra, el
otro deberfa reconocer la derrota o res-
ponder con un niimero mucho mis gran-
de. ;Cudnto mds grande? Tan grande
como para que sea imposible, en térmi-
nos pricticos, rebasarlo utilizando sélo
métodos introducidos antes en la lid. Eso
significa, por ejemplo, que si la dltima
entrada de Adam fue ‘100!’ no serfa de
caballeros que yo respondiera con ‘1010'%+
+ 1, 0 con ‘1010 (Estos dos ntimeros
pueden ser ficilmente rebasados, en tér-
minos pricticos, utilizando un método ya
introducido; en este caso, la iteracién de
exponenciales.) Querfamos que el duelo
fuera una guerra de originalidad, no una
guerra de paciencia.

Establecidas las reglas, nos citamos en
el auditorio de mi centro de trabajo, el
Instituto de Tecnologia de Massachusetts
(o MIT, por sus siglas en inglés). En casi
cualquier otro lugar, habria sido dificil
encontrar ptblico para un evento de este
tipo. Pero en el MIT el auditorio estaba
lleno a reventar. En cuanto entré y vi tan-
ta gente, comencé a ponerme nervioso.
Conozco a Adam desde que éramos
alumnos de doctorado —también en el
MIT— vy anos de experiencia me han en-
sefiado que cuando de acertijos ldgicos se
trata, Adam es una fiera. Pero el drbitro
del duelo no me dio tiempo de arrepen-
tirme. “En esta esquina” —comenzé a vo-
cear— “Adam... el Loco Bayesiano... EL-
GAAA. En esta otra, Agustin... el
Multiplicador Mexicano... RAYOOO?.

El concurso habia comenzado. Dado
que estaba compitiendo en campo pro-
pio, fui el primero en enfrentarme a la pi-
zarra. Sin pensarlo mucho, escribf una se-
cuencia de treinta o cuarenta unos: ‘1111
111111111111111111111111171°. “Essta-
mos apenas calentado motores”, pensé.
Pero mi primer esfuerzo resulté desastro-
so. Adam se acercé a la pizarra y traz6 con
su borrador una linea a través de todos
mis unos excepto los primeros dos, dejan-

rial, ...” declaré triunfante. El publico se
volvié loco de entusiasmo. 7! (o 7 facto-
rial) es 2 x (- 1) x ... x 2 x 1. Eso signi-
fica que 11! es 39.916.800, un nimero
cercano a la poblacién de Espana; 111! es
aproximadamente 6 x 10286078170 (mu-
chisimo mds que el nimero de particulas
en el universo: 1087, de acuerdo con una
estimacién generosa); y 11!!! es tan gran-
de, que resulta imposible, en términos
practicos, aproximarlo usando una expre-
sién de la forma ‘107, donde ‘%’ es un
numeral en base 10 (y, por tanto, imposi-
ble, en términos pricticos, aproximarlo
escribiendo una secuencia de unos sobre
la pizarra). {El nimero de Adam —11 se-
guido de 30 o 40 factoriales— era mucho
mids grande que el mio!

Por fortuna, recordé la funcién del cas-
tor laborioso, CL(%). Aunque todo pro-
grama de computo consiste en una se-
cuencia finita de simbolos, hay algunos
programas que no se detendrfan nunca,
una vez puestos en marcha. Un programa
que consista, por ejemplo, en la instruc-
cién “Imprime un uno en pantalla; repi-
te.” comenzarfa a escribir unos en panta-
lla y no se detendria nunca. Digamos que
un programa de cémputo tiene producti-
vidad k si acaba por detenerse y antes de
detenerse imprime en pantalla una se-
cuencia de # unos. La funcién del castor
laborioso es una medida de la productivi-
dad. Fijemos un lenguaje de programa-
cién: BASIC, por ejemplo. Entonces
CL(#n) es la productividad del mds pro-
ductivo de los programas BASIC escritos
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con 7 simbolos o menos. Mi siguiente en-
trada en el concurso fue CL(1019), Ia
productividad del mds productivo de los
programas BASIC escritos con un googo!
de simbolos 0 menos.

;Cémo se compara este niimero con la
entrada de Adam? Es posible escribir en
unas cuantas lineas un programa BASIC
que compute la funcién factorial y que
imprima en notacién unaria (es decir,
como una secuencia de unos) el resultado
de aplicarle esta funcién al nimero 11
treinta o cuarenta veces. No sé cudl serd el
programa mds corto que lo haga, pero
sin duda tiene menos de 103 simbolos.
De esto se sigue que CL(10%) —un nd-
mero mucho menor que CL(10190)— es
por lo menos del tamano del nimero de
Adam. (De hecho, es muchisimo mayor.)
CL(10'%9) es un nimero gigantesco. Por
grande que sea un niimero g, mientras sea
posible escribir en la prictica un progra-
ma BASIC que se detenga habiendo es-
crito en pantalla ¢ unos o mds, podemos
estar seguros de que CL(10'%) serd mds
grande que g

Durante las siguientes rondas, el duelo
se convirtié en una busqueda de lengua-
jes de programacién cada vez mds poten-
tes. Una caracteristica del BASIC es que
no existe ningin programa BASIC que
permita determinar, para un programa
BASIC arbitrario, si acabard o no por de-
tenerse. (Lo mismo es cierto de cualquier
otro lenguaje de programacién que sea-
mos capaces, en términos practicos, de
poner en marcha.) De tal limitacién se si-
gue que no es posible escribir en BASIC
un programa que compute CL(7). Pero
pensemos en el lenguaje BASIC!. BASIC!
serfa exactamente como BASIC, con una
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salvedad: tiene un ordculo, una operacién
primitiva que le permite determinar ins-
tantdneamente si un programa en BASIC
(sin ordculos) se detendria o no. (Aqui no
es necesario que sea posible construir un
ordculo. Basta con que el concepto abs-
tracto de un ordculo esté bien definido.)
En BASIC! si es posible escribir un pro-
grama que compute CL(7). Por tanto,
hay programas en BASIC! que son mu-
cho mds productivos que cualquier pro-
grama en BASIC de igual o menor longi-
tud; en consecuencia, la funcién CL!(7)
—1la funcién del castor laborioso aplicada
a BASIC'— puede usarse para expresar
nimeros mucho mayores que CL(10100).
Un ¢jemplo es CL!(1010).

Resulta ser que ningdn programa en
BASIC! puede computar CL!(7). Para
computar esta funcién habria que refor-
zar BASIC! con un ordculo para BA-
SIC'. Se tendria asi un nuevo lenguaje,
BASIC?, con su correspondiente funcién
del castor laborioso, que permitiria escri-
bir en la practica nimeros mucho mayo-
res que CL1(10190). Y asi sucesivamente.
Conforme pasaron las rondas, Adam y
yo generamos una jerarquia de funciones
del castor laborioso. Miembros subse-
cuentes de la jerarqufa nos permitieron
escribir nimeros mds y mds grandes. Pri-
mero usamos niveles finitos de la jerar-
quia: CL(n), CL'(n), CL*(n),... Luego,
niveles transfinitos: CL®(), CL®*(n),
CLe*2(n), ..., CLe+(n), ..., CLo+o+o(z), ..,
CL*® (7),... CLO* (n),...

Importa advertir que, aunque utiliza-
mos ndmeros infinitos para construir la
jerarquia, y aunque la jerarquia misma es
infinita, el resultado de aplicarle un
miembro de la jerarquia a un nimero fi-

nito (1019, por ejemplo) es siempre un
ndmero finito y, por tanto, una entrada
vélida en la lid.

Algo interesante habia sucedido. Nues-
tro esfuerzo por descubrir nimeros finitos
cada vez mayores nos habia llevado a bus-
car nameros infinitos cada vez mayores.
La jerarquia que logramos construir en la
competencia llegé hasta CL? (), donde 6
es el primer ordinal no recursivo —un
ntmero transfinito relativamente peque-
fio. (Los ordinales recursivos son aquellos
cuya construccién puede especificarse uti-
lizando un programa de ordenador sin
ordculos, como BASIC.)

Mis amigos tedricos de conjuntos me
aseguran que la conexidn entre nimeros
transfinitos y ndmeros finitos va mucho
mds alld. Si existiera, por ejemplo, un
cardinal medible —un nimero transfini-
to de tamafo verdaderamente monstruo-
so, cuya existencia no estd garantizada
por los axiomas usuales de la teoria de
conjuntos— existirfan también ordculos
muchisimo mds poderosos que cualquie-
ra de los que construimos Adam vy yo,
ordculos que permitirfan escribir en tér-
minos pricticos nimeros mucho mayo-
res que CL9(10'00),

La dltima entrada en el concurso, la
entrada ganadora, fue un nimero mds
grande todavia. A saber: el ndmero mds
pequefo con la propiedad de ser mayor
que cualquier nimero que pueda ser
nombrado en el lenguaje de la teorfa de
conjuntos —un lenguaje en el que puede
expresarse el 99,9% de la matemdtica
contempordnea— usando 101 simbolos
o menos. Esta descripcién del ndmero
ganador no hubiera sido vilida en el con-
curso porque incluye la palabra ‘nombra-
do’, que cuenta como vocabulario se-
madntico. Pero en el concurso utilizamos
una descripcién de ese mismo nimero
que no requiere vocabulario prohibido.
El secreto consiste en usar un lenguaje de
segundo orden: un lenguaje que permite
expresar no sdlo la cuantificacién singu-
lar (“existe un nimero tal que ese ndme-
ro es tal cosa”), sino también la cuantifi-
cacién plural (“existen unos numeros
tales que esos niimeros son, colectiva-
mente, tal cosa”).

Los lenguajes de segundo orden son
mucho mds expresivos que los de primer
orden. ;Y si tuviéramos un lenguaje mds
expresivo todavia? Entonces podriamos
referirnos, en términos pricticos, a nime-
ros mds grandes todavia.. ;Qué se le
ocurrird a Adam la préxima vez?
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