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6. El enunciado del “Teorema I”

Recordemos que en la primera parte de este articulo lla-
mamos LTGC a la version de la teoria simple de los tipos fi-
nitos de Tarski (1933). Consideremos ahora LTGC mas un
vocabulario y axiomas apropiados para hablar y probar cosas
sobre la sintaxis de LTGC, de acuerdo con los requisitos de
Tarski para la construccion de metalenguajes apropiados pa-
ra definir nociones semanticas (que revisamos en la seccion
3). Este lenguaje, al que podemos llamar LTGC+, es un me-
talenguaje apropiado para LTGC; LTGC+ contiene también
traducciones de los signos de LTGC, pues incluye a LTGC.
(En esencia, el aparato logico-matematico de LTGC+ ha sido
el aparato l6gico-matematico en todos los metalenguajes usa-
dos por Tarski, pues, como vimos, es tan potente matematica-
mente como la teoria de tipos informal que de hecho ha
usado).

°  La cuestién que se plantea Tarski es, entonces, si es po-
sible definir en LTGC+ un predicado que satisfaga la conven-
cion T para oraciones de LTGC. Y la respuesta, como vimos
que nos adelantaba, es negativa.

Observemos que la imposibilidad de definir un predica-
do semejante no quiere decir que el conjunto de las oraciones

* Partes de este trabajo fueron presentadas en conferencias en la
Facultad de Filosofia y Letras de la Universidad de Valencia (1997), la Fa-
cultad de Filosofia y Letras de la Universidad de Buenos Aires (2000) y el
Institut d’Histoire et Philosophie des Sciences et des Techniques, Centre
National de la Recherche Scientifique, Universidad de Paris I (2001), y en
ponencias en el Congreso del Centenario de Alfred Tarski en Varsovia
(2001) y el Simposio Internacional sobre el Circulo de Viena y el Empiris-
mo Légico en Viena (2001). Agradezco a los auditorios de estas pléticas sus
utiles comentarios.

La primera parte de este trabajo se publicé en el N° 1 del volumen XXI.
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verdaderas de LTGC no sea definible en LTGC+. Puede que
haya un predicado constructible en LTGC+ .cuya extension
(dada la interpretacion deseada de LTGC+) sea el conjunto de
las oraciones verdaderas de LTGC, aunque no sea posible de-
mostrar todos los bicondicionales pertinentes en el calculo de
LTGC+. Ahora bien, el enunciado que Tarski hace de su teo-
rema incluye un resultado adicional al de la inexistencia de
un predicado que satisfaga la convencion T, y este resultado
excluye de hecho la existencia de un predicado de LTGC+ cu-
ya extension sea el conjunto de las oraciones verdaderas de
LTGC. Explicaremos por qué en un segundo.

Primero recordemos que la convencién T para un predi-
cado OV de oraciones de LTGC dir4 (en parte) que

(D) son teoremas del sistema deductivo de LTGC+ todas las
oraciones de la forma OV(x) syss p,

donde en lugar de ‘x’ ponemos un nombre descriptivo-estruc-
tural o en LTGC+ de una oracion de LTGC, y en lugar de ‘¢’
ponemos esa oracion (que es también una oracién de LTGC+).

La cuestion planteada por Tarski la resuelve el siguien-
te teorema de dos partes:

Teorema I. (o) Si OV es un predicado de expresiones definido
en LTGC+, sera posible derivar en el cdlculo de LTGC+ la ne-
gacion de una de las oraciones de la forma “OV(x) syss p”,
mencionadas en la convencién (T); .

(B) si el calculo de LTGC+ es consistente, entonces no habra
ningun predicado definido en LTGC+ que satisfaga la conven-
cion (T) (cf. Tarski (1933), p. 247).

La parte (8) es una consecuencia trivial de la parte (o), pues
un sisterga consistente no puede contener a una oracién y a
su negacion.

Observemos ahora que de la parte (o) se sigue que el
conjunto de oraciones verdaderas de LTGC no es definible en
LTGC+, por un argumento informal similar al que usamos en
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la seccién 3 para mostrar que un predicado que satisficiera la
convencion T era coextensional con el predicado intuitivo de
verdad. Ese argumento podria proceder como sigue. Suponga-
mos que hubiera un predicado OV constructible en LTGC+ cu-
ya extensién fuera precisamente el conjunto de oraciones
verdaderas de LTGC. Entonces (o) nos dice que hay una ora-
cién p tal que “~(OV(‘p) si y sélo si p)” es demostrable en el
cdlculo deductivo de LTGC+. Como el calculo deductivo de
LTGC+ sélo permite obtener oraciones verdaderas, sabemos
que hay dos alternativas: OV(’p") y no es el caso que p,opy
no es el caso que OV(‘p). Pero claramente en ninguno de esos
casos puede OV ser coextensional con el predicado intuitivo de
verdad!.

Tarski sin duda se refiere a este argumento o uno simi-
lar en Tarski (1933), p. 254, cuando dice que “[el Teorema 1]
muestra que es imposible definir en la metateoria una clase
de oraciones del lenguaje estudiado que contenga exclusiva-
mente oraciones materialmente verdaderas y que sea al mis-
mo tiempo completo [en el sentido de que para toda oracion,
se deduzca de él ésta o su negacién]”. Una clase de oraciones
“materialmente verdaderas” y completa es por ejemplo la cla-
se de las oraciones verdaderas de LTGC. Pero su indefinibili-
dad en LTGC+ no se sigue de la parte (B) del Teorema I, sino
sélo de la parte (o). Nétese que ‘materialmente verdaderas’ es
aqui el predicado intuitivo de verdad para LTGC, pues el Teo-
rema I muestra precisamente que no hay un predicado defini-
do de verdad para LTGC.

Ahora bien, uno podria formalizar un argumento infor-
mal como el mencionado si tuviera a su disposicién un predi-
cado definido de verdad para LTGC, definido usando una

1 El hecho de que el teorema de Tarski muestra que el metalengua-
je no puede contener un predicado coextensional con el de verdad queda os-
curecido en la mayoria de las presentaciones mas recientes de teoremas
similares al de Tarski, en las que el resultado que se enuncia como.demos-
trado (por el razonamiento de Tarski) es el mas débil de que ningun predi-
cado del metalenguaje satisface la convencién T, es decir, la parte (B) del
teorema original (cf. por ejemplo, Lindstrém (1997), p. 17, Robbin (1969), p.
119, Smullyan (1992), p. 104). Volveremos sobre este punto.
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metateoria diferente a LTGC+. Como veremos, un predicado
tal lo podemos construir con la extensién de sus métodos que
hace Tarski en el Nachwort a (1933) aparecido en (1935). Es-
ta extension, como también veremos, afectard a la potencia
del aparato matemadtico aceptado en toda metateoria, que pa-
sara a ser un aparato mas potente.

Pues bien, que Tarski se refiere al argumento informal
que mencionamos o uno similar lo confirma de manera muy
exacta su forma de proceder en textos posteriores a la fecha
de publicacién del Nachwort. En Tarski (1939), por ejemplo,
el teorema numerado como 6.2 da una formulacién rigurosa
de la afirmacién de Tarski citada dos parrafos atras:

Sea OV un predicado que satisface la convencién T para
LTGC (un predicado definido en una metateoria mas potente
que LTGC+). Si E(x) es un predicado de LTGC+ del que pode-
mos probar que EcOV entonces hay una oracién D tal que ni
P ni -p pertenecen a la extensién de E.

La prueba de Tarski es esencialmente la del argumento
intuitivo anterior, aunque proporciona la informacién adicio-
nal de que p es verdadera. La prueba es la siguiente. La par-
te (a) de su Teorema I nos dice que hay una oracién p tal que
“~(E(’p’) siy sélo si p)” es demostrable en LTGC+, Hay enton-
ces dos alternativas: (1) E(p) y —p, o (2) py ~E(p’). Tarski
muestra primero que p es OV: si no lo fuera, entonces -p se-
ria OV'y, por la convencién T, —p; se daria la alternativa 1),
y tendriamos que E(p) y, por la hipétesis del teorema,
OV(’p)). Por otro lado, ni p ni ~p pertenecen al conjunto defi-
nido por E(x). Si p perteneciera al conjunto, entonces se daria
la alternativa (1) y -p; luego -p es OV (por la convencién Ty
p no es OV; y al mismo tiempo, por la hipétesis del teorema,
p es OV, que es absurdo. Si -p perteneciera al conjunto defi-
nido por E(x), entonces tendriamos que -p es OV, y por tanto
que p no es OV, en contra de lo que sabemos. Tarski subraya
que el nucleo de la prueba es la parte (o) de su Teorema I,a
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la que refiere explicitamente al lector, y no menciona la parte
(B) (cf. Tarski (1939), n. 7, p. 107)2. _

Asi, en (1939) Tarski convierte el argumento informal
en uno riguroso (para lo cual usa un predicado definido de
verdad en una teoria mas potente que LTGC+), y esto confir-
ma que tenia en mente el argumento informal en 1933. Pero
subrayemos que la parte (o) del Teorema I muestra la indefi-
nibilidad del conjunto de oraciones verdaderas de LTGC en
LTGC+ (aunque la “conviccion subjetiva” de que hace esto so6-
lo se pueda alcanzar por medio del argumento informal al que
hemos aludido), incluso sin necesidad de suponer que tenemos
a nuestra disposicion un predicado definido (o primitivo) de
verdad para LTGC. Esta era la situacion de Tarski en 1933.
Y desde luego en el enunciado de su Teorema I (tanto de la
parte (o) como de la ()) no se usa ninguna nocion de verdad.
Esto es un logro muy significativo, que sera bueno recordar al
hablar de la relacién entre el resultado acerca de la verdad de
Godel y el resultado de Tarski.

7. La prueba del “Teorema I”

La prueba que da Tarski de la parte (o) esta muy com-
primida, pero nos da sobradas indicaciones de como habria de
reconstruirse. Lo que sigue no es una reconstruccion comple-
ta (reconstruir los detalles técnicos seria una tarea compleja),
sino una reconstruccion informal como la de Tarski pero que
espero sea mas accesible al lector moderno que no esta tan fa-
miliarizado como el de 1933 con lenguajes como LTGC3.

2 Como veremos luego, en la seccion 9, este argumento es una gene-
ralizacion de uno que ya aparece en el Nachwort de (1935), donde E(x) es
substituido por un predicado particular de demostrabilidad en el sistema
formal. La conclusién es en este caso que p es una oracién verdadera e in-
decidible, y es por tanto una versién particularmente sencilla de demostrar
del primer teorema de incomplecion de Godel.

3 Quiza también pueda ayudar el siguiente esbozo para un sistema
formal mas familiar. Véase a LT'GC como si fuera un sistema formal L pa-
ra la aritmética de primer orden. Supongamos que lo extendemos con una

WA M
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Lo primero que hay que observar es que, como recuerda
Tarski, la aritmética de los numeros naturales puede desarro-
llarse en la teoria simple de los tipos finitos (y por tanto en
LTGC+ (y en LTGC)) usando esencialmente las definiciones
logicistas. Recordemos que los niimeros naturales se definen
en la construccion logicista como ciertas clases de clases de in-
dividuos. Las relaciones aritméticas se definen como ciertas
relaciones entre tales clases y las operaciones aritméticas co-
mo operaciones de tales clases en clases similares.

Para cada numero natural k, en LTGC existe una for-
mula con una unica variable ‘n’ libre, que simbolizaremos
‘u(n), que intuitivamente dice que (el valor de) n es la clase de
clases de individuos identificada en la construccion logicista
con el numero k (‘n’, naturalmente, sera una variable sobre
clases de clases de individuos). ‘

Tarski observa, como Gddel habia observado, que las
expresiones de LTGC pueden ponerse en correspondencia 1-
1 con los numeros naturales, y por tanto con las clases corres-
pondientes de la construccion logicista. Es mas, en LTGC+

teoria para hablar de la sintaxis de L (éste no seria un metalenguaje tars-
kiano, ya que no incluiria un “sistema suficientemente desarrollado de ldgi-
ca matematica”, pero los propdsitos ahora son meramente ilustrativos).
Llamemos a la extensién L+. Entonces L+ puede ser “interpretado” en L
usando técnicas godelianas, con lo cual Tarski quiere decir, aproximada-
mente, que uno puede traducir L+ a L aritmetizdndolo de tal manera que
las traducciones de teoremas de L+ serdn teoremas de L. Ahora suponga-
mos que ¢(n) es la n-ésima expresion de L (y que ¢ es definible en L+), que
d(x) es una funcion diagonal para expresiones de L (definible en L+) basa-
da en la substitucién de variables por numerales, y sea n el numeral de n.
Entonces para todo predicado A(x) de expresiones de L definido en L+ uno
puede demostrar en L+ la oracién general de la forma
Vn[-Ad@(n))oy(n)], donde y(n) es una formula con una variable libre
construida enteramente en L (por medio de la aritmetizacién del predicado
de L+ ‘2A(d(¢(n)))). Entonces uno puede demostrar también la oracién
-A(d(¢(k)))>y(k), donde k es el nimero de Godel de y(n). d(¢(k)) es la ora-
cion y(k), que es pues un “punto fijo” del predicado —A(x): “dice de si mis-
ma” que tiene la propiedad expresada por —A(x). La oracién
-A(d(¢(k)))y(k) es ya equivalente a la oracién ~[A(d(¢(k)))y(k)], v la
parte (o) del Teorema I queda demostrada.
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podemos definir una correspondencia tal: hay una formula
¢.=e, con ‘n’ y ‘€’ como unicas variables libres, que define una
funcion 1-1 entre numeros naturales (logicistas) y expresio-
nes de LTGC. (A las antiimagenes en una correspondencia
tal se las llama hoy ‘numeros de Godel’ de las expresiones co-
rrespondientes).

“De esta forma”, dice Tarski, “el metalenguaje recibe
una interpretacion en la aritmética de los nimeros naturales
e indirectamente en el lenguaje de la teoria general de clases”
(Tarski (1933), pp. 249-250). Con esto quiere decir que la par-
te sintactica de LTGC+ (el “+”, por asi decir) recibe una inter-
pretacion en la aritmeética (el resto de LTGC+ conserva su
interpretacion normal, que es la misma de LTGC): a cada
nombre de una expresion en LTGC+ se lo puede interpretar
por medio del numero natural que es su antiimagenen ¢ y a
cada simbolo de relacion entre expresiones de LTGC se lo pue-
de interpretar por medio de la relaciéon inducida entre los co-
rrespondientes numeros naturales por la funcién denotada
por ¢. Estos numeros naturales y relaciones entre ellos son
definibles en LTGC, y ademas, y fundamentalmente, muchos
teoremas basicos acerca de nociones sintacticas se convierten
“indirectamente” en teoremas de LTGC.

La prueba es entonces como sigue. Supongamos que OV
es un predicado de oraciones (de LTGC) definido en LTGC+.
Por la iltima observacién del parrafo anterior, a OV le corres-
ponde entonces un predicado de los numeros naturales (logi-
cistas) definido enteramente en LTGC.

La siguiente es una expresion (o una abreviatura de una
expresion) de LTGC+ (usando el artilugio de Quine para abre-
viar locuciones descriptivo-estructurales):

~OV(An@w(m)ad.)).

Esta expresion, como dice Tarski, es una formula abierta del
metalenguaje con una unica variable libre, ‘n’, que recorre nu-
meros naturales (construidos de la forma logicista). “Dice”
que ‘OV’ no es verdadero de “el resultado de concatenar el
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cuantificador existencial con la variable ‘n’ con el paréntesis
izquierdo con la férmula que dice que el valor de ‘n’ es n con
el signo de conjuncion con la n-ésima formula en la enumera-
cion ¢ con el paréntesis derecho”. Es importante notar que es-
ta expresion tanto menciona como usa la variable ‘n’.
Intuitivamente, las apariciones en subindice son las aparicio-
nes donde ‘n’ esta siendo usada, y es una auténtica variable
de LTGC+. Las otras apariciones, si tienen lugar dentro de se-
micomillas, simbolizan menciones de la variable ‘n’ de LTGC;
abrevian nombres de esta variable en LTGC+. A veces a la ex-
presion 3n(1,.(n)Ad,)! para un nimero particular m (o a una
expresion que sirva para los mismos propésitos en el lengua-
je que estemos considerando) se la llama la ‘diagonalizacion
de ¢.’4, y a la funcion que asigna a m el nimero de Godel de
su diagonalizacion, la ‘funcion diagonal’ (de ¢). Intuitivamen-
te, la diagonalizacion de una férmula que tenga a ‘n’ como
unica variable libre dice que esa férmula es satisfecha por su
propio numero de Goédel, o que “se dice con verdad de si mis-
ma”.

La férmula abierta ~OV(3n.(n)a¢.)) de LTGC+ tiene,
por las observaciones del penultimo y antepeniltimo parrafos,
una formula y(n) (con ‘n’ como unica variable libre, usada, no
mencionada —notese que no aparece dentro de semicomillas—)
equivalente a ella para todos los valores de ‘n’ pero construida
enteramente en LTGC. (Esto se demostraria en dos pasos:
mostrando primero que la funciéon diagonal es definible en
LTGC, y luego que la funcion que asigna al numero de una ex-
presion x el numero de la expresion -OV(x) es una funcion de-

4 El efecto de la diagonalizacién se puede conseguir con diversos ti-
pos de férmulas, dependiendo del lenguaje que estemos considerando. Un
conocido tipo de diagonalizacion para férmulas del lenguaje de la aritméti-
ca de primer orden ha sido llamado ‘tarskificacion’ por R. Smullyan (véase
Smullyan (1994), p. 82). Tiene interés histdrico notar que la tarskificacién
(introducida en Tarski, Mostowski y Robinson (1953)) esta inspirada en el
tipo de diagonalizacién para férmulas de LTGC que acabamos de ver, al
usar las propiedades de la cuantificacién existencial en lugar de la posibili-
dad de definir aritméticamente la relacion de substitucién de variables por
numerales, posibilidad usada en las pruebas de Godel.
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finible en LTGC). Entonces el siguiente bicondicional genera-
lizado es un teorema del calculo deductivo de LTGC+:

(1) Vn [-OV(3n@wm)Ae)) © y(n)l.

Por otro lado, sabemos que la férmula abierta y(n) es una for-
mula de la enumeracién ¢. Digamos que y(n)=¢,. Entonces del
hecho de que (1) sea un teorema del calculo de LTGC+ se si-
gue que (2) también lo es:

(2) -OV{An(m)rdy)) < wkY.

Intuitivamente, fEIn(t,,(n)AQ)k)] dice que y(n) es verdadera de k
(su propio numero de Godel), o sea que y(k)S.

(2) es ya equivalente a la negacion de una de las oracio-
nes de la forma OV(x) syss p, mencionadas en la convencion
(T). Para verlo basta observar que (2) es equivalente a la ne-
gacion de

(3) OV(Inumrd)) & w(k).

5 (2) no es simplemente el resultado de poner un nombre de k en lu-
gar de las apariciones libres de ‘n’ en la formula cuantificada en (1), pues
LTGC+ no tiene nombres para numeros particulares. En LTGC+ podemos
decir que un nimero m tiene una cierta propiedad P diciendo que hay un
conjunto con tales y cuales propiedades (las que identifican a la construc-
cién logicista de m; todas ellas son definibles en LTGC+), y tal que también
tiene P. Este recurso se debe en esencia a Russell.

6 Se atribuye a menudo a Carnap (1934) el darse cuenta por prime-
ra vez de que el razonamiento de Gédel se aplica a cualquier predicado (y
no sélo al de indemostrabilidad, al que lo aplica Godel en (1931)). (Esta atri-
bucién la hace el propio Godel en la impresién de 1965 de Gidel (1934)). Pe-
ro como acaba de verse, Tarski (1933) lo aplica explicitamente en su prueba
a todas las negaciones de predicados de LTGC+. El resultado implicito en
Tarski es casi tan general como el atribuido a Carnap. Quiza el que esto no
se mencione se deba a que la parte (§) del Teorema I puede obtenerse apli-
cando el razonamiento diagonal al caso particular de un hipotético predica-
do de verdad, sin pasar por una generalizacién a todos los predicados. Pero
no ocurre asi con la parte (), que en mi opinién puede considerarse sin ma-
yores reparos como una versién del “lema diagonal” o “teorema del punto fi-
jo” atribuido a menudo a Carnap.
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Que (3) es equivalente a un “bicondicional T” se ve observan-
do que rEIn(tk(n)A¢k)1 es una oracion de LTGC que es verdade-
ra intuitivamente si y sélo si hay un valor de ‘n’ que es (igual
a la construccion logicista de) k y que satisface la férmula
abierta ¢, (es decir, y(n)). Y esto es asi si y sélo si k satisface
¢« si y sélo si k satisface y(n) si y sélo si y(k).

Con cambios obvios, la prueba de Tarski muestra igual-

mente que el Teorema I vale también si se toma como meta-
lenguaje de LTGC a LTGC mismo y no a LTGC+.

8. Los resultados de Godel

La prueba que Tarski da de su Teorema I emplea de for-
ma crucial métodos creados por Gédel en su clasico trabajo
(1931). En una nota histérica, Tarski nos dice:

“Debemos el método aqui empleado a Gédel, que lo ha usado pa-
ra otros propositos en su trabajo recientemente publicado (G6-
del (1931) (...)). Este trabajo sobremanera importante e intere-
sante no esta directamente conectado con el tema de nuestro
trabajo —trata de problemas estrictamente metodolégicos: la
consistencia y la complecién de sistemas deductivos—; sin em-
bargo podremos usar los métodos y en parte también los resul-
tados de las investigaciones de Gédel para nuestros propésitos.”
(Tarski (1933), p. 247).

Obsérvese la afirmacion de Tarski de que el método de
Godel habia sido usado por éste “para otros propésitos” y de
que su trabajo “no esta directamente conectado con el tema de
nuestro trabajo —trata de problemas estrictamente metodolé-
gicos: la consistencia y la complecion [sintactica] de sistemas
deductivos—". Con esto Tarski quiere quiza decir, en parte,
que en el trabajo de Gédel no se demuestran resultados acer-
ca de la definibilidad o indefinibilidad de la nocién de verdad.

Especificamente, Godel demostré en su trabajo, entre
otras cosas, que para todos los sistemas deductivos S de una
cierta clase (sistemas que, como se suele decir, contienen su-
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ficiente aritmética), se puede construir una oracién p tal que
si S es consistente entonces p no es demostrable en Sy si S es
m-consistente entonces -p tampoco es demostrable en S. Este
resultado crucial, y los demas del articulo, no hacen referen-
cia a ninguna nocién semantica, ni definida ni primitiva.

Sin embargo, una cosa fue el resultado formal publicado
y otra el razonamiento informal que llevo a Gédel a ese resul-
tado. Ese razonamiento informal si contenia referencia a la
nocion intuitiva de verdad. El proceso psicolégico de Godel ha
sido reconstruido en cierto detalle por Feferman usando datos
que Godel suministro a Wang. Godel, después de concluir su
trabajo sobre la complecion de la 16gica de primer orden, abor-
do el problema hilbertiano de dar una prueba de la consisten-
cia del analisis. Su idea, nos dice Wang, “fue demostrar la
consistencia de la teoria de nimeros por medio de la teoria de
numeros finitista, y demostrar la consistencia del analisis por
medio de la teoria de numeros” (Wang (1987), p. 42). El resto
de los datos proporcionados por Godel a Wang los reconstru-
ye Feferman de forma que nos parece iluminadora:

“Si uno quisiera intentar dar una prueba de consistencia re-
lativa del analisis (en su forma de teoria de nimeros de se-
gundo orden) en la teoria de nuimeros de primer orden por
medio de un modelo o interpretacién formal, la idea obvia se-
ria interpretar las variables de conjuntos como variando sobre
los conjuntos definibles aritméticamente. De forma equiva-
lente, podriamos numerar las formulas de la aritmética con
una variable libre x, digamos A.(x) (n= 0, 1, 2, ...) e interpre-
tar las variables de conjuntos como variando sobre ®, con
men interpretado como: A,(m) es verdadera. Pero para este
modelo (es decir, para interpretar xey como una formula de la
aritmética con dos variables libres) uno necesita la nocion ge-
neral de verdad de oraciones de la teoria de nimeros. Esto se-
ria problematico en vista de las paradojas clasicas. El paso
clave de Godel fue darse cuenta de que podia darse un senti-
do definido a la locucién ‘este enunciado’ en la formylacion de
la paradoja del mentiroso, por medio de una construccion de
substitucién diagonal llevada a cabo en la aritmética.” (Fefer-
man (1988), pp. 105-106).
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Usando su ingeniosa construccién diagonal en la formu-
lacién de un razonamiento analogo al de la paradoja del men-
tiroso, Godel ofrecié un argumento para mostrar que la nocion
intuitiva de verdad (o, més precisamente, el conjunto de los
nimeros de Godel de las oraciones aritméticas intuitivamen-
te verdaderas) no era definible en la aritmética. El razona-
miento, que Godel ya habia formulado en el verano de 1930
(cf. Wang (1987), p. 85), esta implicito en una carta de 1931 a
Zermelo (cf. Grattan-Guinness (1979), pp. 300-301), y debio
de ser aproximadamente el siguiente.

Supongamos que tenemos una enumeracion ¢, de las for-
mulas aritméticas con una variable libre. Supongamos que el
conjunto de los nimeros de Godel de las oraciones intuitiva-
mente verdaderas fuera definible en la aritmética, digamos
que por una férmula Ver. Entonces tendriamos una formula
aritmética con una variable (‘x’) libre - Ver(Subst(x, r¢,(x)5), sa-
tisfecha por un numero n cuando el resultado de substituir ‘x’
por el numeral para n en ¢,(x) no es una oracion verdadera.
Que de hecho esta seria una formula aritmética naturalmente
requeriria mostrar que ¢, la operacién de concatenacion, la
operacion de substitucién de variables libres por numerales,
etc., son definibles en la aritmética. Dado el supuesto acerca
de la coextensionalidad de Ver con ‘verdadera’, el resultado de
substituir ‘x” por el numeral para m en - Ver(Subst(x, r‘1>x(3c)1))
(abreviado, —.Ver([ ¢.(m))) es una oracién verdadera siy sdlo si
el resultado de substituir ‘¢’ por el numeral para m en la m-ési-
ma férmula (abreviado, ¢,(m)) no es una oraciéon verdadera.
Ahora bien, -~ Ver(Subst(x, r(1>x(x)])) es una de las formulas en la
enumeracion ¢,, digamos que ¢«(x). Entonces para todo nume-
ro natural m, ¢.(m) es verdadera si y sélo si —.Ver([ ¢,,,(m)5 es
verdadera. Y en particular, ¢.(k) es verdadera si y solo si -~ Ver
({ q>,,(k)5 es verdadera (¢:(k) “dice de si misma que es falsa”). Pe-
ro por lo dicho antes, —lVer([ ¢k(k)}) es verdadera si y solo si ¢u(k)
no es verdadera. Asi, ¢:.(k) es verdadera si y sélo si ¢u(R) no es
verdadera, y tenemos una contradiccion. Concluimos que el
conjunto de los nimeros de Godel de las oraciones intuitiva-
mente verdaderas no es definible en la aritmética.
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La esencia de este mismo razonamiento, usando una
construccion diagonal como la de Godel (pero no la substitu-
cion de variables por numerales), es, como vimos, la emplea-
da por Tarski en la prueba de su Teorema I. Pero nétese que
Tarski no menciona en ningun momento la nocién de verdad,
a diferencia de lo que ocurre en la reconstruccion del argu-
mento de Godel. El argumento reconstruido de Godel es un
argumento acerca de la nocién intuitiva de verdad. El argu-
mento de Tarski es un argumento para establecer una aser-
cién puramente sintactica y muy general acerca de todos los
predicados posibles de LTGC+ y acerca de la nocion de demos-
trabilidad en LTGC+". El teorema de Tarski no es un teorema
acerca de la nocion intuitiva de verdad. Y tampoco es un teo-
rema acerca de una nocion definida de verdad —el teorema es-
tablece precisamente (para el Tarski de 1933) que no hay tal
cosa en el caso de LTGC—. :

9. El Nachwort

En el Nachwort a (1933), publicado en (1935), Tarski
abandona la tesis, implicita en su trabajo de 1933, de que el
aparato matematico de la metateoria haya de ser formaliza-
ble en la teoria de tipos finitos®, y acepta el uso de una teoria
mas potente, especificamente una teoria de tipos transfinitos

7 Recuérdese que Godel atribuia a Carnap (1934) la primera enun-
ciacién general del “lema diagonal”. Esto proporciona confirmacion adicio-
nal a la idea de que el argumento implicito en su carta a Zermelo era, como
el reconstruido por nosotros, un argumento particular aplicable a un predi-
cado aritmético bajo el supuesto de que es coextensional con el de verdad.
Asi, no queda claro en ese argumento que la construccion de un punto fijo
para un predicado aritmético sea independiente de otros supuestos acerca
de sus propiedades. Como sefialamos, esta independencia queda clara ya en
la prueba de Tarski.

8 No podemos ocuparnos aqui de las razones filoséficas profundas
que llevan a Tarski a dejar de postular la suficiencia para la semantica del
aparato matematico de la teoria de tipos finitos (ni de las razones que le ha-
bian llevado previamente a aceptarla).
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donde los objetos de tipo transfinito son clases de objetos de
los tipos inferiores (Tarski no da muchos detalles sobre esta
teoria). Si se acepta una metateoria lo bastante potente, la re-
lacién de satisfaccién para LTGC, vista como una relacion en-
tre formulas y secuencias formadas por una secuencia de
individuos, una secuencia de clases de individuos, etc., sera
una relacién cuya existencia es afirmada por la teoria (y a la
que se puede asignar un “tipo” u “orden” transfinito apropia-
do). Sera posible definirla en una teoria de tipos transfinitos
(o en la teoria de conjuntos) cuantificando sobre secuencias de
secuencias apropiadas (una secuencia de individuos, una se-
cuencia de clases de individuos, etc.) y sobre relaciones entre
secuencias (de secuencias) y formulas:

“siempre es posible construir el metalenguaje de tal manera
que contenga variables de orden superior al de las variables
del lenguaje estudiado. El metalenguaje se convierte entonces
en un lenguaje de orden superior y por tanto en uno que es
esencialmente mas rico en formas gramaticales que el lengua-
je que estamos investigando. (...) ahora estamos en posicién
de definir el concepto de verdad para cualquier lenguaje de or-
den finito o infinito, supuesto que tomemos como la base de
nuestras investigaciones un metalenguaje que sea de al me-
nos un orden mds que el lenguaje estudiado.” (Tarski (1935),
pp. 271-272).

Asi, en una metateoria cuyo aparato matematico sea
uno lo bastante potente se podra definir un predicado de ver-
dad para LTGC (y otro para LTGC+) siguiendo el método de
Tarski. Sin embargo, Tarski sefiala que las consideraciones
surgidas en torno al Teorema I

“no pierden nada de su importancia y pueden extenderse a
lenguajes de cualquier orden {incluso transfinito]. Es imposi-
ble dar una definicion adecuada de verdad para un lenguaje
en el que se pueda construir la aritmética de los numeros na-
turales, si el orden del metalenguaje en el que se lleva a cabo
la investigacién no excede el orden del lenguaje investigado.”
(Tarski (1935), p. 272).
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Tarski da una formulacion algo mas precisa de esta afirma-
cion en la “Tesis B” del siguiente par de tesis:

“A. Para todo lenguaje formalizado es posible construir una de-
finicién formalmente correcta y materialmente adecuada de
oracion verdadera en el metalenguaje con la ayuda unicamen-
te de expresiones logicas generales, de expresiones del lengua-
je mismo, y de términos de la morfologia del lenguaje —pero
dada la condicién de que el metalenguaje posea un orden su-
perior al del lenguaje que es objeto de la investigacion—.

B. Si el orden del metalenguaje es a lo sumo igual al del len-
guaje mismo, una definicién tal no puede construirse.” (Tars-
ki (1935), p. 273).

Afirmaciones de este tipo han provocado en intérpretes
recientes algunas confusiones que es importante tratar de
aclarar. Aparecen ejemplificadas en dos trabajos de David De-
Vidi y Graham Solomon ((1995) y, sobre todo, (1999)). DeVidi
y Solomon (1999) parten de la siguiente aseveracion del texto
divulgativo Tarski (1944): “...1a condicion de ‘riqueza esencial’
del metalenguaje resulta ser, no sélo necesaria, sino también
suficiente para la construccién de una definicion satisfactoria
de la verdad” (Tarski (1944), § 10). A lo largo de esta seccion
llamaremos a esto ‘la aseveracion de Tarski’.

Partiendo de la cita de la aseveracion de Tarski, DeVi-
di y Solomon (1999) inician una exploracién que consiste en
considerar varias nociones relativamente precisas de “mayor
riqueza esencial” que Tarski pudo haber tenido en mente, y
ver si hacen verdadera la aseveracién de Tarski. En particu-
lar, consideran fundamentalmente dos posibilidades: (i) un
metalenguaje ML es esencialmente mas rico que un lenguaje
objeto LO si ML es mads fuerté que LO, en el sentido (basica-
mente) de demostrar todo lo que demuestra LO y algo mas
(consideran en particular la propiedad de que ML pruebe la
consistencia de LO), y (ii) ML es esencialmente mag rico que
LO si ML contiene mas formas de expresion que LO. Y en-
cuentran que en ninguno de estos sentidos es verdadera la di-
reccién de necesidad de la aseveracion de Tarski (comentare-
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mos en notas al pie de pagina sus razones para concluir esto,
aunque no es esencial hacerlo para nuestro propésito princi-
pal). Concluyen que la aseveracion de Tarski “es falsa, a me-
nos que ‘esencialmente mads rico’ no signifique mas que ‘sufi-
ciente para contener una definicién de la verdad para el len-
guaje objeto’” (DeVidi y Solomon (1999), p. 1). Segun ellos, ni
siquiera una disyuncién de las propiedades que aparecen en
(i) y (i) proporciona mas que una condiciéon necesaria pura-
mente trivial; consideremos “la propiedad disyuntiva de o
bien contener expresiones bien formadas adicionales o ser
mas fuerte. Pero si esto es lo que viene a ser la ‘riqueza esen-
cial’, entonces la direccion de necesidad de la aseveracion de
Tarski es meramente una re-enunciaciéon de una consecuen-
cia trivial del teorema de Tarski”. (DeVidi y Solomon (1999),
p- 21). Ademas,

“la direccion de suficiencia de su aseveracion es obviamente
falsa para esta formulacion de la propiedad disyuntiva reque-
rida. Conseguir una propiedad disyuntiva que sea también
suficiente requerira una especificacion mucho mas detallada
de los disyuntos (para hacer cada disyunto suficiente para al-
gunos casos), y a la luz de esta necesidad de precision adicio-
nal necesitaremos muchos mas disyuntos, puesto que habran
de cubrir todas las varias maneras en que podemos obtener
un ML suficiente para contener una definicién de verdad pa-
ra un LO.” (DeVidi y Solomon (1999), p. 21).

Antes de continuar examinando otras afirmaciones de
DeVidi y Solomon, hagamos algunas observaciones. Como se-
nalan estos autores, las propiedades (i) y (ii) (y alguna otra s¢-
lo inesencialmente diferente que consideran DeVidi y
Solomon) son obviamente no suficientes pai'a la existencia de
una definicién de verdad para LO en ML. Pero DeVidi y Solo-
mon parecen no darse cuenta de que esto convierte sus esfuer-
zos por mostrar que tampoco son necesarias en una tarea
irrelevante para la cuestion de qué podia entender Tarski por
“esencialmente mas rico”, al menos si concedemos que Tarski
era capaz de ver aquella obviedad. Pues no hay que perder de
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vista que Tarski afirma no sélo que la “mayor riqueza esen-
cial” es una propiedad necesaria (en lo que pudo haberse equi-
vocado si-la implicacion no era obvia), sino también que es
una propiedad suficiente de la existencia de una definicion de
verdad —y esta implicacion es obviamente falsa para las pro-
piedades consideradas por DeVidi y Solomon—.

DeVidi y Solomon no senalan que inmediatamente des-
pués de su aseveracion, Tarski explica (en la § 11 de Tarski
(1944)) por qué la “mayor riqueza esencial” es una propiedad
suficiente para la existencia de una definicién de verdad en
ML para LO. Su explicacion es una exposicion vulgarizada de
su método de Tarski (1933) para definir la verdad por medio
de la satisfaccién, que explicamos nosotros antes. Tarski se-
nala que “con este tosco esquema no esta claro donde y como
entra en la discusion el supuesto de la ‘riqueza esencial’ del
metalenguaje; esto resulta claro solo cuando la construccion
se lleva a cabo de una manera formal y detallada” (Tarski
(1944), § 11). E inmediatamente, en una nota destinada al ex-
perto y no al lego:

“Para definir recursivamente la nocion de satisfaccion, tene-
mos que aplicar una cierta forma de definicién recursiva que
no se admite en el lenguaje-objeto. Por tanto la ‘riqueza esen-
cial’ del metalenguaje puede consistir simplemente en admitir
este tipo de definicién. Por otro lado, se conoce un método ge-
neral que hace posible eliminar todas las definiciones recursi-
vas y reemplazarlas por definiciones normales, explicitas. Si
intentamos aplicar este método a la definicion de satisfaccion,
vemos que o bien hemos de introducir en el metalenguaje va-
riables de un tipo logico superior al de las que aparecen en el
lenguaje-objeto; o bien suponer axiomaticamente en el meta-
lenguaje la existencia de clases que son mads incluyentes [com-
prehensive] que todas aquellas cuya existencia puede
establecerse en el lenguaje-objeto.” (Tarski (1944), n. 16).

Notese que las propiedades que menciona Tarski ex esta no-
ta son propiedades suficientes para la aplicacion de su meto-
do para definir verdad en términos de satisfaccion, al menos
si el metalenguaje es siempre muy potente, como requiere
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Tarski®. Son por tanto mas especificas que (i) o (i), y no es in-
mediatamente obvio que alguna de ellas o una disyuncion de
ellas no sea una propiedad necesaria para la existencia de
una definicion de verdadi®. Aclarado qué tipo de propiedades
tiene en mente Tarski, podemos preguntarnos si esto ilumina
la cuestion de por qué afirma que la “mayor riqueza esencial”
es una propiedad necesaria para la existencia de una defini-
cion de verdad.

DeVidi y Solomon examinan el argumento que da Tars-

ki a favor de la direccién de necesidad de su aseveracion. Es-
te es el texto que citan:

“Si la condicién de ‘riqueza esencial’ no se satisface, puede
usualmente mostrarse que es posible una interpretacion del
metalenguaje en el lenguaje objeto; es decir, con todo término
dado del metalenguaje puede ponerse en correlacién un tér-
mino bien determinado del lenguaje objeto de tal manera que
las oraciones afirmables [demostrables] de un lenguaje resul-
tan estar correlacionadas con oraciones afirmables del otro.
Como resultado de esta interpretacion, la hipotesis de que se
ha formulado una definicion satisfactoria de la verdad en el
metalenguaje implica la posibilidad de reconstruir en ese len-
guaje la antinomia del mentiroso; y esto a su vez nos obliga a
rechazar la hipdtesis en cuestion. (...) Asi vemos que la condi-
cion de ‘riqueza esencial’ es necesaria para la posibilidad de
una definicién satisfactoria de la verdad en el metalenguaje.”
(Tarski (1944), § 10; el texto omitido es omitido por DeVidi y
Solomon).

9 Recuérdese que Tarski requiere que los axiomas légico-matemati-
cos del metalenguaje “basten para un sistema suficientemente amplio de 16-
gica matematica” (Tarski (1933), p. 173). En Tarski (1944) dice que la parte
légica “se supone que comprende toda la teoria de las clases y las relaciones
(i.e., 1a teoria matematica de los conjuntos)” (Tarski (1944), n. 12).

10 Como quedara claro en notas posteriores, las razones de DeVidi y
Solomon para pensar que (i) y (ii) no son propiedades necesarias de la exis-
tencia de una definicién de verdad para LLO en ML no muestran que una
disyuncion de las propiedades consideradas por Tarski (1944), n. 16, no sea
necesaria para la existencia de tal definicion. Pero Tarski no afirmé ni si-
quiera esta necesidad.
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Notese que en este texto Tarski estd ofreciendo una vulgari-
zacién, sin pretensiones de detalle, de la prueba, ya de por si
condensada, que ofrece en Tarski (1933) para su Teorema 1.
{Establece el argumento de Tarski la direccién de necesidad
de su aseveracién, cuando entiende uno “mayor riqueza esen-
cial” como él lo hace en la § 11 de Tarski (1944)? Para respon-
der esto es importante mencionar el contexto en que Tarski
presenta su argumento. Leamos el pasaje inmediatamente
precedente:

“La solucién [del problema de si un predicado de verdad es de-
finible] resulta a veces positiva, a veces negativa. Esto depen-
de de algunas relaciones formales entre el lenguaje-objeto y
su metalenguaje; o, mds especificamente, del hecho de si el
metalenguaje en su parte logica es ‘esencialmente mds rico’
que el lenguaje objeto o no. No es facil dar una definicion pre-
‘cisa y general de esta nocién de ‘riqueza esencial’. Si nos res-
tringimos a lenguajes basados en la teoria légica de los tipos,
la condicién para que el metalenguaje sea ‘esencialmente mas
rico’ que el lenguaje objeto es que contenga variables de un ti-
po légico superior al de las del lenguaje objeto.” (Tarski
(1944), § 10). .

Es pertinente notar al menos tres aspectos de este pasa-
je. En primer lugar, nétese que Tarski dice que la “mayor ri-
queza esencial” de un metalenguaje depende exclusivamente
de su “parte légica”. La razén de que diga esto es que solo es-
t4 considerando (como queda claro en la § 9 de Tarski (1944))
definiciones del predicado de verdad que no contengan otros
términos o apelen a otros axiomas que los de los tres grupos
de un metalenguaje tarskiano: términos y axiomas del len-
guaje objeto, términos y axiomas para tratar la sintaxis del
lenguaje objeto, y términos y axiomas légico-matematicos. Es-
to es parte de lo que Tarski, en su-aseveracion que DeVidi y
Solomon consideran falsa, llama una definicién satisfactoria
de verdad (una definicion de verdad es satisfactoria cuando es
formalmente correcta y cumple con la convencién T). Todo
metalenguaje tarskiano contiene al lenguaje objeto y los re-
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cursos para tratar la sintaxis de éste, que puede ya existir en
el lenguaje objeto mismo. Por tanto, en vista del teorema de
Tarski, la diferencia esencial entre el lenguaje objeto y un me-
talenguaje que defina verdad satisfactoriamente para aquél
ha de radicar forzosamente en la “parte logica” (16gico-mate-
matica).

En segundo lugar, nétese que Tarski alude explicita-
mente a la dificultad de una definicién precisa y general de la
nocion de “mayor riqueza esencial”, y no da a entender que la
posea (obsérvese que pone la expresion siempre entre comi-
llas dobles, y que ésta es una explicacion de que lo haga).
Tarski no llega hasta el punto de negar que pueda haber una
definicion precisa y general de la nocién, como hacen DeVidi
y Solomon, si bien afirma cautamente que tal definicion no se-
ria facil. Debe notarse que resulta ciertamente inexplicable
que estos autores, dados sus propdsitos y su conclusion final,
no citen este pasaje de Tarski. .

En tercer lugar, nétese que Tarski dice que si uno se li-
mita a (meta)lenguajes basados en la teoria de los tipos, en-
tonces la condicion de ser “esencialmente mas rico” es algo
muy preciso, a saber, que el metalenguaje “contenga variables
de un tipo légico superior al de las del lenguaje objeto”. Esta
diferencia en la parte logica de estos metalenguajes es tam-
bién, como vimos, la senalada en la Tesis B de Tarski (1935).
Recuérdese también que en la nota 16 de Tarski (1944) dice
que “la ‘riqueza esencial’ del metalenguaje puede consistir
simplemente en admitir [un] tipo de definicion [recursiva]”
(mi cursiva). Estos usos de ‘ser’ y ‘consistir’, junto con la afir-
macion anterior de que una definicion general de “mayor ri-
queza esencial” no seria facil, sugieren que Tarski no usa en
su texto ‘riqueza esencial’ como nombre de una propiedad ge-
neral que se da en todos los casos en que un metalenguaje
tarskiano define verdad para un lenguaje objeto, sino como un
término ambiguo que nombra propiedades diferentes en dife-

rentes contextos de investigacion. Estas propiedades, como es

claro por lo que dijimos mas arriba, podran ser las propieda-
des usadas en el método de Tarski, mencionadas en la nota 16
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de Tarski (1944), pero nada que dice Tarski excluye que pue-
dan también ser otras.

El argumento de Tarski para la direccién de necesidad
de su aseveracion ciertamente no muestra que alguna de las
propiedades de la nota 16 de Tarski (1944) o su disyuncién
sea una propiedad necesaria de la existencia de una defini-
cién de verdad. Ni Tarski tiene intencién de mostrarlo, como
queda claro en el pasaje inmediatamente arterior al argu-
mento. Es claro, independientemente de los argumentos espe-
cificos de DeVidi y Solomon, que seria dificil aspirar a dar una
prueba de ese tipo que se aplicara a todos los casos, conocidos
y no conocidos, en que un metalenguaje (incluso uno tarskia-
no) pueda contener una definicién de verdad para un lengua-
je objeto. Tarski no podia prever todas las formas de ampliar
la “parte logica” del lenguaje objeto que son suficientes para
dar una definicion de verdad en el metalenguaje. El argumen-
to tarskiano tiene otro propésito. Dada la indicacién inmedia-
tamente anterior de que “si nos restringimos a lenguajes
basados en la teoria logica de los tipos, la condicién para que
el metalenguaje sea ‘esencialmente mas rico’ que el lenguaje
objeto es que contenga variables de un tipo légico superior al
de las del lenguaje objeto”, y la dificultad que ve Tarski en en-
contrar una nocion general y precisa de “riqueza esencial”, lo
natural es suponer que lo que hace en su argumento, asi co-
mo en el resto de las §§ 10 y 11 de Tarski (1944) es razonar
acerca de esa nocién de “riqueza esencial”, la que esta en jue-
go al restringir nuestra consideracién a (meta)lenguajes basa-
dos en la teoria de tipos. O, a lo sumo, razonar tomando
‘riqueza esencial’ como ambiguo y usando consideraciones ge-
nerales que se aplican a varias circunstancias conocidas.

Estas conjeturas quedan confirmadas al ver que, en
otros textos en que hace afirmaciones similares, Tarski nun-
ca busca tratar todos los casos con un tnico enunciado o argu-
mento. Citaremos algunos de estos textos, y al mismo tiempo
veremos con algo mas de detalle que en el articulo divulgati-
vo de 1944 cuales son los argumentos tarskianos. Considere-
mos en primer lugar el texto en que aparece la Tesis B de
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Tarski (1935). Primero es necesario reparar en que las afir-
maciones de Tarski se apoyan en ciertos supuestos acerca de
la estructura de los metalenguajes mas potentes que LTGC y
LTGC+ para los que Tarski formula sus tesis, y en particular
acerca de la naturaleza de las “expresiones logicas generales”
mencionadas explicitamente en la Tesis A (e implicitamente
en la Tesis B). El supuesto principal que es pertinente aqui
consiste en que Tarski restringe su atencion a metalenguajes
cuyo grupo logico-matematico de términos es una extension
del tipo de términos que aparecen en el lenguaje considerado
para la teoria de los tipos finitos. En particular, las variables
de los nuevos metalenguajes han de pertenecer a tipos que ex-
tienden la jerarquia de los tipos finitos (o a lo sumo han de te-
ner como recorrido una clase formada por objetos que
aparecen en varios tipos de esta jerarquia; a estas ultimas va-
riables Tarski las llama ‘indefinidas’). Este supuesto esta cla-
ramente implicito en la descripcion general de los lenguajes y
metalenguajes de que se va a ocupar en el texto principal del
Nachwort, que Tarski hace en (1935), pp. 268-272. Y se mani-
fiesta, por ejemplo, en el hecho de que Tarski contrasta estos
lenguajes de los que se ocupa en el texto principal (y a los que
por tanto se aplican las tesis A y B) con metalenguajes basa-
dos en el lenguaje de la teoria de conjuntos de primer orden,
al que se refiere en p. 271, n. 1.

La unica manera de obtener un metalenguaje matema-
ticamente mas potente que un lenguaje objeto dado, bajo el
supuesto mencionado acerca de los términos que aparecen en
la parte logico-matematica del metalenguaje, es introducir en
este ultimo variables para tipos superiores a los de las varia-
bles del lenguaje objeto, con la consiguiente ampliacion del
sistema deductivo para dar principios, en particular de com-
prension, que gobiernen el uso de las nuevas variables. Si el
metalenguaje no es “esencialmente mas rico” que el lenguaje
objeto en este sentido, entonces, puesto que el metalenguaje
es muy rico, el lenguaje objeto también lo sera, y sera posible
interpretar en él la parte del metalenguaje necesaria para de-
sarrollar el argumento de la prueba del Teorema I (o el esbo-
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zo de Tarski (1944)). Esta es la razon, relativamente simple,
por la que Tarski afirma su Tesis B1l.

En varios textos de la época Tarski distingue el caso que
se da al adoptar metalenguajes basados en la teoria de los ti-
pos del caso en que se adopta como aparato logico-matemati-
co del metalenguaje la teoria de conjuntos. En uno de estos,
no por coincidencia, sefiala que afirmaciones analogas a su
Tesis B valen, con los cambios apropiados, para metalengua-
jes basados en la teoria de conjuntos en los que se puede usar
el método tarskiano para definir verdad para el lenguaje ob-
jeto. El texto es el siguiente:

“Supongamos ahora que el sistema L ha sido ampliado para
formar un sistema L, en el cual la definicion de la clase OV
(para oraciones del sistema original L)) puede formalizarse. Si

11 Para refutar que la propiedad (ii) mencionada en el texto sea una
condicién necesaria de la existencia de una definicién de verdad para el len-
guaje objeto en un metalenguaje, DeVidi y Solomon observan que es posi-
ble “formular una definicién de verdad para Z en ZF [la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel] (...). En este caso, nétese, no necesitamos cuantificar
sobre variables de ningun tipo superior” (DeVidi y Solomon (1995), p. 133;
véase también DeVidi y Solomon (1999), p. 20). Con lo de que es posible for-
mular una definicién de verdad para Z en ZF se refieren a que es posible de-
finir en ZF un predicado ‘OV*’ de (numeros de Gidel de) oraciones de Z (y
ZF) del que se puede probar en ZF que verifica una convencién T. En con-
creto, es posible demostrar en ZF todos los bicondicionales de la forma de
‘OV*(x) si y sélo si p’, con ‘%’ substituido (mediante el truco de Russell) por
un nombre de (un mimero de Gédel de) una oracién de Z (y ZF) y ‘p’ substi-
tuido por la relativizacién de esa oracién a un cierto conjunto fijado cuya
existencia se sigue de ZF, y donde valen todos los axiomas de Z. Esto indi-
ca que, si se toma como interpretacion del lenguaje de Z a ese conjunto, en-
tonces el conjunto de (miimeros de Gédel de) oraciones verdaderas es
definible en ZF. La preocupacién de DeVidi y Solomon es que el lenguaje de
ZF es el mismo que el de Z, y por tanto contiene las mismas formas de ex-
presién y es del mismo orden que el de Z. Podria pensarse, pues, que este
caso proporciona un contraejemplo a la Tesis B de Tarski, pero la realidad
es que la Tesis B esté claramente formulada exclusivamente para metalen-
guajes tarskianos cuya “parte légica” amplia la del lenguaje objeto por con-
tener variables de orden superior (y axiomas obvios, en particular de
comprensién, para manejarlas), no por contener nuevos axiomas acerca de
las variables y primitivos existentes.
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el sistema L estd basado en la teoria de los tipos esta amplia-
cién consistird, en primer lugar, en un enriquecimiento de sus
formas lingiiisticas mediante la introduccién de variables de
un nivel superior (...). Los postulados y las reglas de inferen-
cia han de adaptarse a los recursos ampliados de las formas
lingliisticas, pero su contenido, aproximadamente hablando,
no cambia. Si el sistema L es construido siguiendo el ejemplo
del sistema de Zermelo, ni las formas linglisticas ni las reglas
de inferencia cambian, sino que el cambio consiste entera-
mente en el reforzamiento del conjunto de postulados.” (Tars-
ki (1939), p. 110).

En casos en que el metalenguaje se puede obtener exclusiva-
mente ampliando la parte légica del lenguaje objeto con axio-
mas conjuntistas que bastan para dar una definicion
tarskiana de verdad para el lenguaje objeto, un analogo de la
Tesis B, que podemos llamar B’, seria el siguiente (aunque
Tarski no lo enuncia explicitamente): si el metalenguaje es a
lo sumo igual de fuerte que el lenguaje objeto en su parte 16gi-
ca, entonces no contiene una definicion de verdad satisfactoria
para el lenguaje objeto. El argumento es como antes. Como ya
vimos, es un principio general aplicable a todos los metalen-
guajes tarskianos que su diferencia esencial con respecto al
lenguaje objeto ha de radicar en la parte légica. Si no hay tal
diferencia, entonces, puesto que el metalenguaje conjuntista
es muy rico matematicamente, el lenguaje objeto también lo
serd, y sera posible interpretar en él la parte del metalengua-
je necesaria para desarrollar el argumento de la prueba del
teorema de Tarski, con lo que quedara establecida la Tesis B2,

12 Para refutar que la propiedad (i) mencionada en el texto sea una
condicion necesaria de la existencia de una definicién de verdad para el len-
guaje objeto en un metalenguaje, DeVidi y Solomon traen a colacion una se-
rie de resultados de Wang (1952), uno de los cuales es esencialmente el
siguiente (véase el 1til resumen de estos resultados en Montague (1957)).
Consideremos la sintaxis de primer orden L con ‘e’ como unico primitivo no
16gico. Podemos extender una teoria T enunciada en L a ciertas teorias
enunciadas en un lenguaje en que se anaden variables de segundo orden a
L, formando extensiones tanto predicativas como impredicativas de T. La
extension predicativa mas débil de T consistird meramente en afadir unos
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Concluimos aqui nuestra discusion de los problemas
suscitados por la Tesis B de Tarski (1935). En resumen, pode-
mos decir que Tarski no pretendié dar una formulacion gene-
ral de la Tesis B por medio de una supuesta nocion general de
“riqueza esencial”. Usé este término en su articulo divulgati-
vo Tarski (1944) para abreviar de forma ambigua ciertas pro-
piedades conocidas de las que él podia mostrar que eran
necesarias y suficientes para la existencia de una definicion
de verdad para un lenguaje objeto en un metalenguaje tars-
kiano para ese lenguaje objeto, dados ciertos supuestos acer-
ca de la parte logica del metalenguaje!s.

pocos axiomas que enuncian propiedades basicas de las nuevas variables y,
en particular, su esencia es que contendra axiomas de comprensién para
clases cuyas condiciones para la definicién de clases no podran contener va-
riables de segundo orden ligadas. La extensién impredicativa mas débil de
T consistira en anadir unos pocos axiomas similares que enuncian propie-
dades bésicas de las nuevas variables y, en particular, su esencia es que
contendra axiomas de comprensién para clases cuyas condiciones para la
definicién de clases podran consistir en férmulas cualesquiera. El resulta-
do fundamental de Wang es que si T es una teoria enunciada en L que in-
cluye la légica de primer orden, el axioma de conjunto vacio y de par
desordenado, entonces las extensiones predicativas de T satisfaran una
convencién T para L, y por tanto contendréan definiciones de verdad para L.
Una consecuencia del resultado de Wang es, por ejemplo, el resultado cono-
cido antes de Wang de que la teoria de conjuntos de Godel-Bernays (GB)
contiene una definicién de verdad (que se construye por métodos tarskia-
nos) para el lenguaje L de Z (1a teoria de Zermelo), de la cual es una exten-
sién predicativa. Sin embargo, como sefialan DeVidi y Solomon, GB no es
mas fuerte que Z en ningiin sentido interesante, y en particular es una ex-
tensién conservadora de Z. De hecho, el resultado de Wang implica que teo-
rias claramente mas débiles que Z contienen definiciones de verdad para L.
Segun DeVidi y Solomon, esto muestra que el ser més débil un lenguaje que
otro no implica que el primero no pueda demostrar todos los bicondiciona-
les T"del segundo. Podria pensarse que hay aqui un contraejemplo a la Te-
sis B’ de Tarski, pero en realidad la Tesis B’ estd formulada sélo para
metalenguajes tarskianos cuya “parte logica” extiende la del lenguaje obje-
to por contener nuevos axiomas acerca de las variables y primitivos existen-
tes, no por contener variables de orden superior (y axiomas de comprensién
para manejarlas).

13 Una 1iltima nota sobre este asunto. DeVidi y Solomon (1999), p.
22, observan que del resultado de Wang (1952) mencionado en la nota an-
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El resultado quiza mas importante del Nachwort es solo
una consecuencia implicita pero inmediata de lo que en él se
dice. Es el resultado de que con ayuda del predicado ‘OV’ de-
finido en un lenguaje de tipos transfinitos, por tanto de orden
superior al de LTGC, es posible formalizar los argumentos in-
formales que vimos en las secciones 3 y 6. Podemos asi demos-
trar de forma matematicamente satisfactoria que en LTGC+
no es posible definir un predicado coextensional con el predi-
cado definido de verdad ‘OV’ para LTGC. Los argumentos in-
formales pasan a ser tan legitimos matematicamente como lo
es el argumento por el que se demuestra el Teorema I. Los ar-
gumentos legitimados son similares a los que se usan hoy en
dia para demostrar versiones habituales, semanticas, del teo-
rema de la indefinibilidad de la verdad.

También en el Nachwort, Tarski ofrece una indicacion
de como formalizar de una manera relativamente simple la
esencia del razonamiento de Goédel (1931) para la demostra-
cion de la existencia de oraciones indecidibles, usando un pre-
dicado definido de verdad. En este razonamiento se construye
una oracioén indecidible siguiendo la idea de Gédel de obtener

terior se sigue que ciertas teorias considerablemente mas débiles que Z (por
ejemplo, extensiones predicativas de la teoria enunciada con el simbolo ‘e’
como inico primitive no légico que incluye meramente la logica de primer
orden, el axioma de conjunto vacio y el de par desordenado) contienen una
definicién de verdad para Z. Al mismo tiempo, es facil ver que Z contiene
una definicion de verdad para ellas. Asi tenemos que hay una teoria T tal
que T define verdad para Z y Z para T. DeVidi y Solomon infieren de esto
que la idea de Tarski de que su teorema da pie a una “jerarquia de (me-
ta)lenguajes” es confusa, pues 7'y Z no estdan relacionadas entre si como lo
estarian en una jerarquia. La realidad es que el que Tarski hable ocasional-
mente de jerarquias de lenguajes (por ejemplo en Tarski (1944), § 9) se de-
be al hecho ya subrayado de que requiere que sus metalenguajes contengan
al lenguaje objeto y a su teoria deductiva. Dado este supuesto, la inica ma-
nera de que un metalenguaje tarskiano contenga una definicién de verdad
para un lenguaje objeto suficientemente potente ha de consistir en exten-
der la “parte l6gica” del lenguaje objeto. T no extiende la teoria deductiva
de Z (aunque tenga variables de orden superior a las de Z); Z no extiende el
conjunto de primitivos de T (aunque tenga axiomas maés fuertes que los de
T). Por tanto caen fuera de las consideraciones de Tarski.

ANALISIS FILOSOFICO 175

una oracion que “diga de si misma” que no es demostrable. Pe-
ro la prueba no requiere todo el trabajo dentro del sistema for-
mal que es necesario para demostrar la versién original del
teorema de Godel, en la que no se menciona la nocién de ver-
dad. La razon es que la prueba de Tarski usa el hecho, enun-
ciable por medio del predicado de verdad, de que el sistema
formal sélo demuestra oraciones verdaderas. El razonamien-
to de Tarski es en esencia el mismo que vimos que dara para
un predicado cualquiera E(x) en Tarski (1939), con E(x) subs-
tituido por el predicado de demostrabilidad.

Las indicaciones de Tarski son, simplificando, las si-
guientes. Consideremos la demostracion de la parte (o) del
Teorema 1. Sabemos que en LTGC+ hay un predicado Dem(x)
que define la clase de las oraciones demostrables en el calcu-
lo de LTGC. Siguiendo los mismos pasos que en aquella prue-
ba, pero poniendo ‘Dem’ en lugar de ‘OV’, podemos demostrar
en LTGC+ un bicondicional

(1) ~Dem(Inumaty) © y(&).

Intuitivamente, y(k) dice de si misma (es decir, de
Hn(l,,(n)/\q),,f) que no es demostrable. Entonces Tarski mues-
tra, en una metateoria (mas fuerte que LTGC+) donde defini-
mos un predlcado de verdad OV para oraciones de LTGC, que
3n(t,,(n)/\¢») es indecidible pero OV se aplica a Eln(t,,(n)/\q),,)
de la metateoria es consecuencia (puesto que OV satisface la
convencion T) el bicondicional

@) OV(In(um)ad)) & (k).
Por tanto, de (1) y (2) se sigue que

(3) ~Dem(3numag)) <> OV(In(un)ng).

Por otro lado, de la definicion de OV se siguen las si-
guientes consecuencias (siempre con base en el aparato mate-
matico de la metateoria):
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(@) OV TnurIrts) 0 ~OVE-3n((mad)).
(6) si Dem Bn(tk(n)/\tbk)}) entonces OV({ 3n(1,.(n)/\¢,,)1).
(6) si Dem ﬂEln(lk(n)Aq),,)ﬁ), entonces OV({ -13n(1,,(n)/\¢,,)1).

De (3) y (5) se siguen inmediatamente:

(1) OV Inw(m)Ad)).
8) ~Dem(In@u(mrd).

De (4) y (7) junto con (6) se sigue que
(9) ~Dem( -3num)r)).

(7) establece que r3n(1,,(n)/\¢k)] es OV. (8) y (9) establecen
que es indecidible en el calculo de LTGC.

10. La relacion entre los resultados de Godel
y los de Tarski

Gédel no dio a la imprenta el razonamiento informal
que vimos en la seccién 8 hasta la aparicion en 1965 de una
version de sus conferencias de Princeton de 1934, donde ya
aparecia un argumento similar (cf. Godel (1934), § 7). -De to-
dos modos, las notas mimeografiadas de las conferencias tu-
vieron una amplia difusién, con la autorizacion de Gédel,.ya
desde 1934, y creo que pueden considerarse una publicgcmn
en el sentido pleno de la palabra. Pero un argumento analogo
al de las conferencias esta implicito también, como vimos, en
una carta de 1931 a Zermelo. Esto sugiere preguntas intere-
santes que Feferman ha hecho e intentado responder con
gran penetraciéon. En particular, es interesante preguntarse
por qué no dio Godel en su articulo clasico de 1931 el argu-
mento informal que vimos en la seccién 8, del que se sigue de
forma relativamente sencilla la existencia de oraciones inde-
cidibles, pues es relativamente facil mostrar que el conjunto
de nimeros de Godel de las oraciones demostrables —en un
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sistema donde se pueda desarrollar suficiente aritmética— es
definible aritméticamente, y asi, dado que todas las oraciones
demostrables seran verdaderas, no puede coincidir extensio-
nalmente con el conjunto de numeros de Gédel de oraciones
verdaderas. O por qué no dio el argumento que acabamos de
ver que formalizo Tarski en el Nachwort, por el que se cons-
truye una oracién indecidible, y que Gédel podria haber enun-
ciado y demostrado usando la nocion intuitiva de verdad, de
manera mucho mas simple que en su trabajo de 1931.

La respuesta de Feferman me parece convincente, y con-
siste en atribuir a Gédel una cautela extrema. Gédel era muy
consciente de que la nocion intuitiva de verdad (aritmética)
que aparecia en su resultado era una nocion hacia la que los
matematicos y aun los filésofos de los circulos que le eran co-
nocidos (los positivistas logicos) tenian una extremada des-
confianza (la misma actitud, como vimos en la seccion 2, fue
documentada por el propio Tarski en sus trabajos sobre se-
mantica; cf. también Tarski (1933), p. 252). Dando resultados
acerca de esa nocion Godel corria el riesgo de ser objeto de
desdén intelectual por parte de los miembros de los circulos
que mas interesados podian estar en sus resultados (y los cir-
culos cuya opinion contaba mas para Godel). Wang y Fefer-
man han citado una carta escrita (pero no enviada) por Godel
a un estudiante en 1970, en la que Godel decia, refiriéndose a
la época en que publico su (1931): “el concepto de verdad ma-
tematica objetiva en cuanto opuesto al de demostrabilidad era
contemplado con la mayor sospecha y considerado en amplios
circulos como carente de sentido” (Wang (1987), p. 85). Fefer-
man concluye que Godel no 0s6 publicar el resultado informal
en 1931 y se esforzoé por obtener de €l resultados enunciables
haciendo referencia unicamente a nociones aceptadas, como
demostrabilidad y consistencial4. Sélo unos pocos anos mas
tarde, con la percepcion de que el clima intelectual no era qui-

-

14 Sin duda se puede decir que esto fue una buena cosa, pues llevé a
Gddel a la introduccién de nociones y resultados de gran importancia para
los sistemas formales de la aritmética. ’
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z4 enteramente adverso, Godel consentiria en la difusion de
un texto (el de las conferencias de Princeton) donde se hacian
consideraciones acerca de la nocién intuitiva de verdad.

Una explicacién similar a la de Feferman ha sido suscri-
ta por otros autores, como J. Wolenski (1993) y R. Murawski
(1998), que la han usado, sin embargo, para sostener posicio-
nes algo distintas a la de Feferman en lo relativo a la cuestion
de la prioridad (de Godel o Tarski) en la demostracién del teo-
rema de la indefinibilidad de la verdad. Feferman (véase su
(1988), p. 108), junto con Wang (cf. Wang (1987), p. 90) y otros
autores, afirma que el teorema no deberia atribuirse a Tars-
ki, sino a Godel, en virtud de que aparece ya anunciado por
Gédel en la carta a Zermelo de 1931 que ya hemos menciona-
do. Wolenski y Murawski sostienen posturas algo distintas.

Murawski acepta, con Feferman, que Godel se anticipo
a Tarski en el descubrimiento de la indefinibilidad de la ver-
dad en los lenguajes que contienen suficiente aritmética. Pe-
ro llama la atencién, al igual que Feferman, sobre la aparente
preocupacién de Gédel por que su resultado intuitivo sobre la
nocién de verdad no fuera aceptado y quiza fuera denigrado.
Y pone énfasis en que Tarski no tenia esas preocupaciones, lo
cual le permitié adelantarse en la publicacién del resultado:

“Gédel no menciond la indefinibilidad de la verdad en sus es-
critos, incluso evité los términos ‘verdad’ y ‘verdadero’, porque
temia que un trabajo que diera por sentado ese concepto seria
rechazado por el establishment fundacional dominado por las
ideas de Hilbert. Tarski carecia de tales limitaciones. De he-
cho, en la Escuela de Lvov-Varsovia no se daban por supues-
tas ningunas precondiciones iniciales restrictivas antes de
que las investigaciones apropiadas pudieran comenzar.” (Mu-
rawski (1998), p. 159).

Wolenski va mas lejos que Murawski, y su propuesta es
mas favorable a Tarski. Segun Wolenski,

“el concepto de verdad [para la aritmética elemental] y el con-
cepto de ser aritmético (aritméticamente definible) [en ella]
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son ingredientes cruciales del teorema de la indefinibilidad.
Desde luego, ambos deberian estar bien definidos para servir

de base conceptual para el teorema de la indefinibilidad.”
(Wolenski (1993), p. 136). e

Pero, también segiin Wolenski, no esta claro que Gédel haya
formulado siquiera el mismo teorema que Tarski, pues a dife-
rencia de éste, Godel tal vez no disponia de una nocién “bien
definida”, matematicamente aceptable de verdad. Quiza Go-
dc?l pensaba que la nocién de verdad era “inefable”, que no po-
dia aparecer en razonamientos matematicos correctos:

“mi tesis principal no tiene que ver con la cuestién de si Go-
del ha definido la verdad o no, sino con la posibilidad de que
su opinién fuese que es matemadticamente ‘inefable’, para
usar la palabra de Hintikka. Si esta tesis es plausible, enton-
ces [Godel] ni enuncié ni demostré el teorema de la indefini-

bilidad de la verdad, al menos en 1931.” (Wolenski (1993), pp.
137-138), ’

. Creo que las observaciones de Wolenski y Murawski son
importantes, pero me parecen en ultimo término erréneas.
Considérese primero la afirmacion de Wolenski de que la po-
sibilidad de que Gddel creyera que la nocién de verdad no es
m’atem.éticamente aceptable implicaria que no enuncié ni pro-
b6 el teorema de la indefinibilidad. Esto me parece falso, pues
!a opinion de un autor acerca de los conceptos que usa en sus
11.1vestigaciones no influye en la cuestion de si sus investiga-
ciones contienen esos conceptos; si los contienen y son correc-
tas, entonces el autor es autor de investigaciones sobre esos
conceptos, independientemente del valor que él mismo atribu-
ya a sus investigaciones!s,

La afirmacion de Wolenski de que el concepto de verdad
y el concepto de ser aritmético (aritméticamente definible)

. 15 Ademas, si hemos de creer a Godel, no tenia éste en 1931 una ac-
titud peyorativa acerca de 1a nocién de verdad matemética, sino todo lo con-

tvl"]ano, como se comprueba por sus afirmaciones en varias cartas citadas por
ang.
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son ingredientes cruciales del teorema de la indefinibilidad es
claramente falsa si aceptamos que el Teorema I de Tarski
(1933) es una version del teorema de la indefinibilidad de la
verdad. Pero también es problematica su afirmacion de que

un concepto de verdad deberia estar bien definido para servir

de base conceptual para el teorema de la indefinibilidad, in-
cluso si tenemos en mente una version del teorema en que
aparezca un concepto de verdad (a diferencia de la de Tarski).
El problema es que, irénicamente, el concepto de “estar bien
definido” es muy vago y no bien definido. No esta muy claro
qué haria falta para que un concepto de verdad estuviera bien
definido en la formulacién de un teorema. Ciertamente, una
opcién que no estd abierta para quien quiera apoyar una atri-
bucién de prioridad a Tarski es la suposicion de que un con-
cepto de verdad est4 bien definido cuando esta definido dentro
de la matematica aceptada. Pues incluso bajo ese supuesto
pareceria absurdo atribuir a Tarski la version del teorema de
la existencia de oraciones indecidibles que vimos que formali-
zaba en el Nachwort, o el teorema de complecion de la logica
de primer orden (que es acerca de la nocién de verdad en una
estructura), meramente porque él haya sido el primero en
enunciarlos sin tacha matematica. Sin embargo la situacion
con la version semantica del teorema de la indefinibilidad de
la verdad es analoga. (Igualmente pareceria absurdo atribuir
a Turing o Church el “teorema” de que la funcion de adicién
es computable).

Las observaciones de Murawski son también inexactas,
pues Tarski no debe a su supuesta carencia de “precondiciones
iniciales restrictivas” el haber podido enunciar y demostrar su
Teorema I. El teorema, como vimos, no hace uso de ninguna
nocién semantica, ni primitiva o intuitiva, ni definida. Mas
aun, e irénicamente, es claro que cierto tipo de “precondiciones
iniciales restrictivas” influyeron en el hecho de que formulara
su teorema como lo formulé. En particular, influyé en ello su
rechazo pre-tedrico de (1933) a considerar metalenguajes mas
potentes que el de la teoria general de las clases o, de manera
equivalente, la teoria simple de los tipos finitos.
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También una afirmacién de Feferman es inexacta, por
lo tanto. Después de explicar que Gédel habia obtenido ya en
1931 su resultado acerca de la nocién intuitiva de verdad,
afirma: “Por otro lado, no enuncié esto como resultado (sélo lo
hi%o después Tarski, e independientemente, en 1933), y se to-
mo un gran trabajo en eliminar el concepto de verdad de los
resultados principales de 1931” (Feferman (1988), p. 106). La
af"lrmacién de Feferman ha de basarse en la idea de que el
(inico) teorema demostrado por Tarski es la versién del teo-
rema intuitivo de Godel con la nocion de verdad intuitiva
substituida por la definida, pues el disponer de esa nocién de-
f'u.lida es lo que permite a Tarski “no tomarse trabajo” en eli-
minar el concepto de verdad de sus resultados. Pero esta idea
es inexacta, como hemos visto, pues Tarski ni usé ni podia
usar ningun concepto de verdad, ni primitivo ni definido, en
el enunciado de su teorema. El teorema demostrado por Tars-
l.(i habria sido perfectamente aceptable para el cauto Godel,
incluso si éste hubiera sido cauto también acerca del uso de
una nocion definida de verdad.

Todas estas consideraciones sugieren una evaluacién
mas compleja de los logros respectivos de Gédel y Tarski que
las que nos son conocidas. Todos los intérpretes mencionados
han pasado por alto el hecho, subrayado aqui, de que el teore-
ma demostrado por Tarski en 1933 no contiene referencia a
ningun predicado de verdad. Y también han pasado por alto
el hecho de que, a pesar de todo, su primera parte sugiere in-
mediatamente una version intuitiva de la tesis de que un pre-
dicado coextensional con el intuitivo de verdad para LTGC es
indefinible en LTGC y LTGC+16, En este sentido, el resultado
de Tarski estd a la par de los resultados publicados por Godel

en (1931): son formulaciones matema&ticamente satisfactorias,
en un sentido muy estricto de ‘matemadticamente satisfacto-

16 También parece haberse pasado por alto que la primera parte del
Teorefna“l de Tarski es casi tan completamente general como el “lema dia-
gonal” o “teorema del punto fijo®, lo que sefialamos anteriormente.
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rias’, no semanticas en ningun sentido, de hechos obtenidos
usando intuiciones acerca de conceptos no matematicos. Ade-
mads, su significacién se deriva forzosamente de la considera-
cion intuitiva de esos conceptos: la incomplecion de Godel es
significativa porque muestra cémo construir una oracion ver-
dadera que sin embargo es indemostrable; la parte (o) del teo-
rema de Tarski es significativa porque sugiere inmediata-
mente que ningin predicado de LTGC+ es coextensional con
el de verdad.

La razén ultima de que Tarski demostrara su Teorema
I es que, como hemos visto, en 1933 él tenia también, como
Godel, razones filoséficas para desconfiar de la posibilidad de
un concepto matematicamente satisfactorio de verdad para
oraciones de LTGC. Por tanto, el logro de Tarski adquiere es-
pecial relevancia si consideramos que Gédel no hallé una for-
ma matematicamente satisfactoria de formular el hecho
intuitivo mds simple que subyace en sus resultados, a pesar
de que por un tiempo compartio con Tarski la idea de que un
predicado de verdad para LTGC o lenguajes similares era ma-
tematicamente problematico (aunque por razones diferentes
de las de Tarski). El logro de Tarski se baso, en una medida
considerable, en su profundo analisis del concepto de verdad
y de las condiciones suficientes para la posibilidad de definir
predicados de verdad. Ese analisis es directamente responsa-
ble de su idea de formular el Teorema I en los términos en que
esta formulado. '

Creo, pues, que la postura razonable es atribuir a Godel
la prioridad en el resultado intuitivo y a Tarski la prioridad
en la formulacion de un resultado matematico que expresa sa-
tisfactoriamente ese resultado intuitivo sin usar en la formu-
lacion concepto alguno de verdad. (El hecho de que Tarski
usara métodos de Goidel (pero no el resultado intuitivo gode-
liano, que desconocia) no afecta, naturalmente, a la cuestion
de la prioridad.) Es muy apropiado llamar ‘teorema de Tars-
ki’ a un resultado no semantico como el demostrado por Tars-
ki, y esa es la practica comun en muchos manuales (por
ejemplo, Lindstrom (1997), p. 17, Robbin (1969), p. 119,
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Smullyan (1992), p. 104))1". Un resultado de este tipo puede
atribuirse sin escrupulos y con el respeto debido a Tarski.
Ciertamente, decir que “el” teorema debe atribuirse a Godel y
no a Tarski (o viceversa) es simplificar indebidamente las co-
sas.

INSTITUTO DE INVESTIGACIONES FILOSOFICAS, UNAM,;
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Abstract

This is the second part of a two-part paper devotec.i ?o a study of so:
me historical, logical and philosophlcgl issues arising fromha ';i?s
ding of Tarski’s celebrated “Wahrheitsbegriff” mo‘r’xogzsghé N 't; :
second part concentrates on issues re}ated to 'Ija.rskl s rabe? e; >
begriff” version of the theorem on the mdeﬁ.x’labll%ty of truth. tﬁ o
'these issues is the correct exegesis of Tarski’s clam} t.hat a dtru .
finition cannot be constructed in a metalanguagg if 1t§ orher is 1:;(;t
higher than that of the object language. Ano‘ther issue is tffe 9orrhis
contrast between Tarski’s mathematical a(':.hle\’remer%t in o eri';u.lg his
version of the indefinability result and Godel’s achievemen 1n s
earlier discovery of another version of the result. The correcl co )
trast must emphasize the fact that-(cont'rary to frequ(}nt ::i am.xs-
Tarski’s version does not use semantic no.tlons (eltk}gr defined or mt
tuitive); no way towards a version of the mdefl'xlabl.l'ltyltléeore.z :—,1}(:9
employing intuitive semantic notim:ls appears in G9de , despi o the
fact that he, like Tarski, sought to find non-semantic versions

results.




