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Sistema L.ogico

e Sintaxis:
—Lenguaje
* Vocabulario
*Regla(s) de formacion
—Calculo (Teoria de la demostracion)
e Tal vez axiomas
*Regla(s) de transtormacion

 Semantica (Teoria de modelos)
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Interpretaciones y modelos

Una interpretacion es asignar valores de verdad a las
formulas atomicas del lenguaje; las moleculares
reciben valor de verdad como corresponde a sus
conectivas.

Un modelo para un conjunto I de tbfs es una
interpretacion de los términos no logicos de las tbfs
de I, especialmente una interpretacion bajo la cual
son verdaderas.

La formula F del lenguaje L es verdadera en la
interpretacion I de L s1 y solo s1 1 asigna a F el valor
verdad.

Por ejemplo, para 4 simbolos proposicionales distintos
puede haber 16 tipos diferentes de interpretaciones.




Satisfacibilidad

Un conjunto I de tbfs es satisfacible s1 tiene

un modelo,

es decir, una interpretacion bajo

la cual todos sus miembros son verdaderas.
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Ejercicio: Satistaccion

Una interpretacion de los elementos no
16gicos de una tbf o satisface a o s1y solo
s1 & es verdadera bajo esa interpretacion.
Escriba una frase en espaiiol que, en la
palabras inmortales de Mick Jagger, no
pueda obtener satisfaccion.




Ejercicio: Consistencia

Un conjunto I" de fbfs es sintacticamente consistente si y
sOlo s1 no hay una tbf tal que ella y su negacion son
consecuencias sintacticas de I'. Un sistema es
sintacticamente consistente si y solo si no hay un fbf tal
que ella y su negacion son teoremas del sistema. Un

conjunto I" de fbfs es semanticamente consistente si y
sOlo s1 no hay una tbf tal que ella y su negacion son
consecuencias semanticas de I'. Un sistema es
semanticamente consistente si y s6lo si no hay un fbf tal
que ella y su negacion son validas en el sistema. ;Es el
conjunto de todas las contingencias proposicionales
semdntica o sintdcticamente consistente? ;Como lo sabe?




Consecuencia semantica clasica

B es consecuencia semantica de {A} s1y solo s1 en ninguna
interpretacion es A verdad y B falso.

El conjunto vacio {} es modelado por cualquier interpretacion.
A es consecuencia semantica de {A}.

St A es consecuencia semantica de I, entonces A es
consecuencia semantica de [' U A.

S1 A es consecuencia semanticade I', y B de { A}, entonces B
es consecuencia semantica de I'.

S1 A es una formula logicamente valida, entonces A es
consecuencia semantica de cualquier I'.

S1 A es consecuencia semanticade I', y A D B es
consecuencia semantica de I', entonces B es consecuencia
semantica de I.




Consecuencia logica

La consecuencia logica puede ser sintactica
(derivabilidad) o semantica (implicacion).
X es consecuencia sintactica de I' (X se deriva

de I') ss1 hay una prueba de X a partir de I
en el sistema. 't X

X es consecuencia semantica de I (se sigue,

Xe Cn(I') ) ss1 todo modelo de I es
modelo de {X}. T'tX




Ejercicio:
Consecuencia logica sintactica

El conjunto de férmulas bien formadas (fbfs) I
tiene a la fbf o0 como consecuencia logica
sintactica en el sistema S si y solo side I'
podemos derivar en S a ., es decir, si hay una
secuencia de fbfs en la que aparezca o y toda
otra formula en la secuencia es parte de I,
axioma de S, o resultado de aplicar una
estrategia de inferencia de S a formulas previas
de la secuencia. ;Es todo axioma de Principia
Mathematica consecuencia logica sintdctica del
conjunto vacio en Principia Mathematica
misma? ;Por que?




Ejercicio:
Consecuencia logica semantica

I’ tiene a o0 como consecuencia logica
semantica si y solo si cualquier
interpretacion de los elementos no 1ogicos
que haga verdadera a cualquier formula en
I, también hace verdadera a o. Si / ‘es un
conjunto vacio de fbfs, ;puede tener
alguna consecuencia logica semantica?
;Por que?




Axiomas de Alfred Tarski para la
Consecuencia Logica Clasica

Siendo S el conjunto de todas las oraciones, yI' < S
] ISI< X,

]I'cCn() c S.

] Cn(Cn(1")) = Cn(l).

1 Cn(l) =2, C g 1o < x0 CR(A).
[5] (FyeS) Cn(iy}) = S.




Validez 1ogica

Una formula es 10gicamente valida s1 es un
teorema (sintacticamente valida) o una
verdad 1ogica (semanticamente valida).

Una formula es un teorema si es consecuencia
sintactica del conjunto vacio.

Una formula es una verdad logica s1 es
verdadera bajo cualquier interpretacion.




Ejercicio:
Teorema y Prueba

o es teorema del sistema S s1y solo s1 o es la
formula de una linea en S sin dependencias. ;Es
"(pVvp) Dp" un teorema en Principia
Mathematica? ; Por qué?

Una prueba en el sistema S es una secuencia de
fbfs que son, o bien axiomas de S, o bien
consecuencia directa de formulas previas en la
secuencia mediante una estrategia o regla de
inferenciade S. jEs"{ } 1.(pvp) Dp Taut."
una prueba en Principia Mathematica (con la
notacion modernizada)?; Por qué?




Validez logica de formulas y
argumentos

Una fbf es logicamente valida si y solo si es verdadera
bajo cualquier interpretacion de sus elementos no 16gicos.
Diga donde estd el error en el siguiente razonamiento:
"Todo puede ser interpretado como falso. Por lo tanto
ninguna oracion es logicamente vdlida."

Un argumento es logicamente valido s1 y sélo si la
conclusion es consecuencia logica de las premisas. ;Es
logicamente valido el argumento "Pienso, por lo tanto
existo"? ;Por qué?




Decidibilidad

e Un sistema logico es decidible si1 para toda
fbf de su lenguaje, hay un algoritmo que
decide si es teorema o no.




Ejercicio:
Decidibilidad del sistema

Un sistema S es decidible s1 y solo s1 hay un
método efectivo para decidir s1 una fbf es teorema
de S. ;Es la logica proposicional decidible?
;Como lo sabe? ; Puede un sistema ser completo
sin ser decidible o decidible sin ser completo?
JPor que?




Ejercicio:
Decidibilidad en el sistema

Un conjunto I' de fbfs es decidible en el
sistema S s1y solo s1 hay un método
efectivo para decidir s1 cada tbf de I es
teorema de S. /Es el conjunto de las
contingencias proposicionales decidible en
la logica proposicional? ; Como lo sabe?




Independencia

 Un axioma es independiente si no es un
teorema del resto del sistema.

 Unaregla es independiente s1 permite
transformaciones que el resto del sistema no
permite.




Ejercicio:
Independencia

Una fbf es independiente de otras en un sistema
S s1 no es consecuencia sintactica dde ellas.
(Cudl de las siguientes fbfs es independiente de
las otras en logica proposicional cldsica?

(a)p vV p

(b)p v [(p=q) Aq]
(¢) =(p Ap)
(d) m D m

() (gDh)v(h>g)




Completud y correccion

e Un sistema logico es completo s1 todas las
formulas semanticamente validas
expresables en su lenguaje son
sintdcticamente validas. [X = X

e Un sistema logico es correcto s1 todas las
formulas sintacticamente validas
expresables en su lenguaje son
semanticamente validas. X = X




Completud y correccion de sistemas

Un sistema S es completo s1 y solo si toda tbf de S que
sea logicamente valida es teorema de S. Para gue un
sistema S sea completo, ;jdebe poder probar toda verdad
logica, expresable o no en el lenguaje de S?; Por qué?

Un sistema S es correcto s1 y solo si toda tbf que sea
teorema de S es logicamente valida y toda estrategia de
inferencia de S lleva solamente a consecuencias logicas
semanticas. Para que un sistema S sea correcto, ;jtodas
sus fbfs deben ser logicamente vdlidas? ; Por qué?




Ejercicio:
Correccion de reglas

Una estrategia es logicamente correcta si y solo
s1 toda 1nterpretacion de los elementos no
logicos que satisfaga a las premisas satisface
también a la conclusion. ;jEs una estrategia
logicamente correcta la siguiente: ;Si algo es
completamente rojo, entonces no es
completamente verde"? ; Por qué? (Note que
esta estrategia nunca llevard de verdad a

falsedad. )




Equivalencias entre métodos

Tablas de | Deducciéon | Método
verdad Natural Axiomatico

. Puede probar cualquier tautologia?

., Solamente prueba algo que sea
verdad logica?

. Valida solamente formas infalibles
de razonar?

. Garantiza encontrar una solucion
mecanicamente?

. Puede prescindir de axiomas?

. Alcanza para 1ogica de relaciones?

(Facilita 1a metalogica?

. Funciona con un par de principios?

,Imita el pensamiento humano?
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