Seminario de Posgrado
Teoremas de incomplecion en la aritmética y la teoria de conjuntos.

Una introduccion logica y filosofica

Profesor: Mario Gomez Torrente; Instituto de Investigaciones Filosoficas, UNAM; tel. 5622-

7248; correo-e: <mariogt@unam.mx>.

Programa tentativo

1. Introduccion y objetivos.

Este seminario ofrecera, fundamentalmente, una introduccién matematica elemental a los
teoremas de incomplecion de la aritmética de Godel y al método de forzamiento para demostrar
teoremas de independencia en la teoria de conjuntos, en particular el teorema de Cohen-Godel de
la independencia de la hipétesis del continuo. Pero los resultados matematicos presentados se
expondran llamando la atencién sobre algunas de sus conexiones con la cuestion filoséfica de la
objetividad de la verdad matematica, especificamente en la aritmética y la teoria de conjuntos.

Los objetivos principales son (1) que cada estudiante adquiera familiaridad con las
nociones matematicas que aparecen en las versiones presentadas de los teoremas de incomplecion
o independencia, (2) que sea capaz de probar con facilidad resultados elementales acerca de esas
nociones, y (3) que adquiera una comprension buena de la estructura y contenido de las pruebas
de los teoremas presentados. Si bien una comprension plena de todo el material del curso puede
ser dificil salvo para estudiantes con un grado alto de madurez matematica, se buscara que el
seminario pueda ser seguido con provecho también por estudiantes menos avanzadxs, en
particular estudiantes no especializadxs en logica o matematicas. A tal efecto, se enfatizaran
siempre las motivaciones intuitivas de las nociones y resultados presentados, y se dara una
importancia relativamente menor a las partes mas rutinarias y auxiliares de las pruebas (aunque
sin sacrificar la completitud o el rigor para Ixs estudiantes avanzadxs). Se dara valor especial, en
el caso de estudiantes sin un grado elevado de madurez matematica, a la comprension cualitativa

de las motivaciones, la estructura y el contenido de los resultados.

2. Secuencia aproximada de temas.
12 clase Introduccion general. Lenguajes para la aritmética elemental, en

particular Lg. Sistemas formales. Numeraciones de Godel.



24 clase

32 clase

42 clase

52 clase.

62 clase.

72 clase.

82 clase.

92 clase.

102 clase.

112 clase.

122 clase.

132 clase.

142 clase.

La inexpresabilidad de la satisfaccion. Un método para construir
oraciones indecidibles. La sintaxis precisa de Lz. Una numeracion de
Godel.

Relaciones X, 21, I1; y Z. Su relacion con la nocién de computabilidad.
Toda relacion X es X1. La inexpresabilidad de la verdad y la existencia de
puntos fijos para la verdad.

La Aritmética de Peano con Exponenciacion (PE). Aritmetizacion de las
secuencias finitas de expresiones. La expresabilidad de la
demostrabilidad. La incomplecion de PE.

Construccion de oraciones indecidibles en PE. PE es completo-%. La
version original del primer teorema de incomplecion de Godel.

El perfeccionamiento de Rosser. El segundo teorema de incomplecion de
Godel: la idea bésica. La formalizacion de la prueba del primer teorema.
PE reconoce que es completo-Z;.

Ideas basicas de teoria de conjuntos. El sistema ZFC. Ordinales. La
jerarquia acumulativa. Recursion transfinita. Cardinales.

Modelos de ZFC. Transitividad. Formulas absolutas. Principio de
Reflexion. Teorema del colapso de Mostowski.

Modelos base transitivos numerables y extensiones de éstos. Nociones y
condiciones de forzamiento. Filtros maximos sobre nociones de
forzamiento.

Nombres-P y evaluaciones-G. Densidad. Conjuntos y extensiones
genéricas. Relaciones de forzamiento.

Caracterizacion de la verdad en una extension genérica en términos de la
relacion de forzamiento.

Forzamiento de Cohen. Preservacion de cardinales. Extensiones
genéricas modelos de ZFC+-CH y de ZFC+CH.

La incomplecion de Godel y la cuestion de la objetividad de la verdad
aritmética. El “teorema disyuntivo” informal de Godel.

La incomplecion de Cohen y la cuestion de la objetividad de la verdad

conjuntista. El estatus filos6fico de la hipotesis del continuo.
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4. Organizacion y evaluacion.
Las clases tendran lugar los lunes de 10h a 14h en el aula 6 del Instituto de Investigaciones
Filosoficas.

Una clase tipica constara de explicaciones de nociones, pruebas de teoremas y comentarios
filosoficos. Las explicaciones y demostraciones matematicas de clase no requeriran el estudio de
ningln texto en particular, salvo los apuntes y los papeles volantes distribuidos en clase. Sin
embargo, la consulta de la bibliografia y de otros textos puede ser de ayuda.

Con una periodicidad aproximada de tres semanas, cada estudiante habra de contestar a un
cuestionario de ejercicios sobre las clases anteriores, con valor de 10 puntos. En general, los
ejercicios consistiran en hacer demostraciones y computaciones elementales, y en responder
preguntas de comprension cualitativa sobre las nociones y resultados presentados en clase. La
calificacion final se basara en la media aritmética de las calificaciones de las respuestas a los

cuestionarios.



